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Abstract 

The algorithms for identifying dynamic models of objects are considered, based on an approximation of the 

input and output signals (by polynomial operators), taking into account the accuracy and volume of the original 

information. The obtained algorithms have a high immunity relative to the error of the source data, as well as the 

properties of an effective computer implementation, both in the use of standard software packages and in the 

development of specialized programs or devices. The algorithms allow to achieve the minimum error of the re-

sulting model in the specified error of the source data. 

Аннотация 

Рассмотрены алгоритмы идентификации динамических моделей стационарных объектов, основанные 

на аппроксимации степенными рядами (полиномиальными операторами) входных и выходных сигналов, 

учитывающие погрешность и объём исходной информации. Полученные алгоритмы обладают высокой 

помехоустойчивостью относительно погрешности исходных данных, а также свойствами эффективной 
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компьютерной реализации, как при использовании стандартных программных пакетов, так и при разра-

ботке специализированных программ или устройств. Алгоритмы позволяют достигать минимальной по-

грешности получаемой модели при заданной погрешности исходных данных. 

Keywords: dynamic objects, identification, integral models, power series  

Ключевые слова: динамические объекты, идентификация, интегральные модели, степенные ряды 

Введение. Наряду с традиционными матема-

тическими моделями непрерывных динамических 

объектов (ДО) в виде дифференциальных уравне-

ний (обыкновенных и в частных производных) эф-

фективным математическим аппаратом являются 

интегральные уравнения (уравнения Вольтерры I и 

II рода), обладающие рядом достоинств, как прин-

ципиального характера, так и в прикладном аспекте 

[1]. Интегральные динамические модели обладают 

свойством высокой универсальности, а также обес-

печивают решение широкого круга задач. Суще-

ственной особенностью интегральных динамиче-

ских моделей является их непараметричность в об-

щем случае, которая определяет основные 

трудности при решении задач идентификации.  

Цель исследования. Рассмотреть вопрос по-

строения интегральных алгоритмов расчета пара-

метров стационарных ДО, основанных на приме-

нении полиномиальных операторов [2, 3] для ап-

проксимации входных и выходных сигналов и 

учитывающий погрешность исходных данных и 

объем исходной информации. 

Изложение основного материала. Рассмот-

реть возможность идентификации динамической 

модели ДО посредством интегрального уравнения 

или оператора, подразумевает определение ядра 

как произвольной функции, вид которой заранее 

неизвестен, в связи с чем, неизбежным этапом про-

цесса построения модели должна быть аппроксима-

ция искомой функции с целью параметризации мо-

дели.  

Одним из возможных вариантов данного под-

хода является применение сплайнов. Применение 

методов полиномиальной аппроксимации (степен-

ных рядов) в задаче идентификации ДО, является 

высокопроизводительным подходом, имеющим 

принципиальный характер, поскольку позволяет 

унифицировать представление элементов матема-

тической модели и получить на этой основе эффек-

тивные расчетные выражения [1, 2]. 

Получение соответствующего алгоритма иден-

тификации рассмотрим на примере стационарных 

динамических объектов второго порядка. В этом 

случае дифференциальное уравнение имеет вид 

         1 2 0 1,  0 ,  0 .y t q y t q y f t y C y C       (1) 

Для дифференциального уравнения (1) эквива-

лентным является интегральное уравнение вида [1] 

         1 2 0 1 1 0

0 0

,
t t

y t q q t s y s ds t s f s ds C C t q C t           (2) 

Выражение 2 можно представить в удобной 

форме для формирования системы линейных алгеб-

раических уравнений (СЛАУ) относительно неиз-

вестных параметров 

           1 0 2 0 1

0 0 0

.
t t t

q y s ds C t q t s y s ds t s y s ds C C t y t
 

       
 
  

Воспользуемся интерполяционным кубическим сплайном вида 

         
3 3

3 2 1 3 4 1,  ,j j j j

i j j j js x y dx d x x d x x d x x d x x          (3) 

         
3 3

3 2 1 3 4 1,  .j j j j

i j j j js x f dx a x x a x x a x x a x x          (4) 

Подставив (3) и (4) в (2), получим 
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1 1
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1 3 0 3

1 1

3 0 1
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,  ,  1,  .

j j

j j

j

j

x x
i i

j j

j jx x

x
i

j j j

j x

q s x y dx C x dx x x s x y dx

x x s x f dx C C x y i m

 



 



 
    
 
 

     

  

 

(5) 

Для формирования системы относительно 
1q  и

2q  необходимо вычислить интегралы вида:

       
1

3 3

2 1 3 4 1 ,
j

j

x

j j j j

i j j j j

x

d x x d x x d x x d x x dx



 
       
   (6) 

         
1

3 3

1 2 1 3 4 1 .
j

j

x

j j j j

j j j j j

x

x x d x x d x x d x x d x x dx



 
        
  

 
(7) 

Сначала вычислим интеграл 

         
1

3 3 3

1 2 1 3 4 1 1

4
3 4 2 4 3 4 2 4 4 3 4 2 4 4 3 4

2

4
3 4 2 4 4 3 4 2 4 4 3 4 2 4 4 4

4 3 4 2

3 3
3 3 3

2 2 4

3 15
3 3 6 4 3 6

2 4 2
3

3
2

j

j

x

j j j j j

j j j j

x

j

d x x d x x d x x d x x dx d jh h

h
j h j h j h j h jh j h j h jh d j h

h
j h j h jh j h j h jh j h j h j h

h j h j h



 
          
   


           



          

  



   

2 2 2 2 2
4 4 2 2 2 2 2 2

3

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

4

2
3 2 4 4 4

1 2 3 4

2 2 2

2 1
2 2 2

1 15 1
2 3 2 6 6 2 .

4 4 2 2

j

j

j j j j

j h j h h
h d j h j h jh jh

j h j h h
d jh j j h j j h

h
d j j j h d j j h d j d

 
         

 
 

          
 
     

              
     

(8) 

Теперь вычислим интеграл (7) используя (8) 

          

  

     

1

1

3 3
3

1 2 1 3 4 1 1

2
3

2 4 4 4 2

2 3 4 1

3

2 1 3 4 1

2

15 1
3 2 6 6 2

4 2 2

.

j

j

j

j

x

j j j j j

j j j j j j

x

x

j j j j

j

x

j j j

j j j

x x d x x d x x d x x d x x dx x d j

h
j j h d j j h d j h d x d x x

d x x d x x d x x





 

 

           
  

                       

     






Далее вычислим интеграл 

       
1

3 3

1 2 1 3 4 1

35 2
5 3 5 2 3 3

1 2 3 4

1 1 1 3
2 2 .

4 5 4 20 2 3 2

j

j

x

j j j j

j j j j

x

j j j j

x d x x d x x d x x d x x dx

h h h
h d j j h d j h jh d d



 
        
  

     
             

    


(9) 

Используя (9) получим 
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1

3 3

1 2 1 3 4 1

4 3 2 5 3 2 5 5

1 2

3

3 2 3

3 4

1 1 7 1
2 3 2 2 6 6

2 5 2 20

1 5
2 .

6 6

j

j

x

j j j j

j j j j j

x

j j

j j

x x x d x x d x x d x x d x x dx

d j j j j h d j j j j h

d j h d j j h



 
         
  

   
              

   

   
         

   



Для вычисления интегралов    
1

3 ,  
j

j

x

j

x

x x s x f dx



  воспользуемся предыдущим выражением 

         

  
1 1

3 3

3 1 2 1 3

4 3 2 5 3 2
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3 4
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j j h d j h d j j h

 





       


               

    
             

    

 

Теперь для формирования системы относительно 
1q  и

2q  используем выражения (6) и (7). Тогда (5)

можно записать в виде 
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1 1 7
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Окончательный вид СЛАУ относительно 
1q  и

2q  имеет вид

,Aq F (10) 

где  1 2 1, 
,  ,k k k m

A A A


  1 2,  ,
T

q q q  1 2,  , ,  ,mF F F F

 





3 2 4 4 4 2
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Итак, алгоритм расчета параметров в случае, 

когда входной и выходнойсигнал апроксимируется 

кубическими сплайнами, состоит в следующем: 

1) задание исходных данных 

0 1,  ,  ,  ,  1,  ,  ,  ;jt jh h yi fi j n C C 

2) вычисление коэффициентов кубических

сплайнов на каждом участке  1, ,j jx x
 аппрокси-

мирующих входной сигнал  f t  и выходной сиг-

нал  ;y t

3) формирование матрицы А;

4) формирование правой части F;

5) решение системы (10).

Блок-схема сплайн-интегрального алгоритма 

расчета параметров моделей ДО приведена на 

рис.1. 

Рис.1 Блок-схема сплайн-интегрального алгоритма 

(МНК – метод наименьших квадратов) 

Применение сплайнов позволяет: 

1) повысить точность расчета параметров q  на

порядок относительно шага h по сравнению с квад-

ратурным алгоритмом на основе формулы трапе-

ций;  

2) получить в случае неполной исходной ин-

формации дополнительные точки для формирова-

ния нормальных систем относительно рассчитыва-

емых параметров. 

Выводы. Таким образом, рассмотренный ал-

горитм обладает рядом необходимых для цифровой 

реализации свойств, в частности, он является поме-

хоустойчивым относительно погрешности исход-

ных данных, а также пригодным в качестве основы 

синтеза специализированных вычислительных 

устройств указанного назначения. Процедура чис-

ленной реализации систем линейных уравнений до-

пускает представление матрицы СЛАУ в виде про-

изведения верхней и нижней треугольной матрицы, 

позволяющего распараллеливать вычислительные 

процессы. 

Применение методов степенных рядов в задаче 

идентификации ДО является высокопроизводи-

тельным подходом, поскольку позволяет унифици-

ровать представление элементов математической 

модели и получить на этой основе эффективные 

расчетные выражения. 
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