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ЗАЛЕЖНІСТЬ ЧАСТОТИ КОЛИВАНЬ ВІД ГЕОМЕТРИЧНИХ ПАРАМЕТРІВ 

П’ЄЗОКЕРАМІЧНОГО АКТУАТОРА 
ДЛЯ МАЛОГАБАРИТНИХ ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ 

 
Робота знайшла своє застосування при конструюванні малогабаритних літальних апа-

ратів, де як рушійну силу використовують п’єзокерамічні пластини. При конструюванні мало-
габаритних апаратів на основі п’єзокераміки є вкрай важливим вплив співвідношення довжини 
та ширини п’єзокерамічної пластини на її резонансну частоту. В результаті досліджень 
отримано математичні залежності для прогнозування частоти коливань залежно від геомет-
ричних розмірів п’єзоелектричної пластини. Адекватність отриманих чисельних розрахунків 
підтверджено експериментальними дослідженнями. 

Ключові слова: малогабаритні літальні апарати, моделювання, п’єзокераміка, 
п’єзокерамічний актуатор. 

 
Вступ. В статті приділено увагу особ-

ливостям конструювання малогабаритних лі-
тальних апаратів (МЛА), які здіймаються в 
повітря за допомогою крил, що відповідно 
ґрунтується на біонічному принципі – копію-
вання рухів літаючих живих об’єктів (птахів 
або комах) [1].  

Як рушійну силу в малогабаритних лі-
тальних апаратах зазвичай використовують 
електромагнітні двигуни. На рисунку 1 зо-
бражено малогабаритний літальний апарат 
DelFly Explorer, в якому як рушійна сила вико-
ристовується такий електродвигун [2]. 
 

 
Рисунок 1 – DelFly Explorer 

 

Зменшення конструкцій вимагає змен-
шення габаритів електромагнітних двигунів, 
що, в свою чергу, призводить до зменшення їх 
коефіцієнта корисної дії, а це неприпустимо.  
Таким чином, подальше зменшення конструк-
цій викликає зменшення габаритів електродви-
гуна, що призводить до зменшення вантажо-
підйомності [3]. 

В інших різновидах малогабаритних лі-
тальних апаратів як рушійну силу використо-
вують п’єзоактуатори. 

П’єзоактуатор – це п’єзомеханічний 
пристрій, що для приведення в дію механіз-
мів, систем або управління ними використо-
вує явище п’єзоелектричного ефекту. 

Прикладом застосування п’єзоактуато-
рів як рушійної сили в малогабаритних літаль-
них апаратах є розробка вчених із Гарварда з 
проектом «RoboBees» на рисунку 2 [5]. Основ-
ним елементом RoboBees є п’єзоактуатор 1. 

Використання п’єзоактуаторів як при-
водів має ряд переваг: швидкість спрацьову-
вання, розвиток великих сил, відсутність маг-
нітного поля, низьке споживання енергії, не-
схильність до зношування, можливість роботи 
в екстремальних умовах [4]. 
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Таким чином, використання п’єзо-
актуаторів у малогабаритних літальних апара-
тах є більш раціональним. 

 

 
1 – п’єзокерамічний актуатор,  

2 – редукторний механізм, 3 – крила  
Рисунок 2 – RoboBees  

 
Проте аналіз технічної літератури, нау-

кових статей, а також патентів показав, що на 
сьогоднішній день невисвітленим є питання 
впливу геометричних розмірів на частотні 
характеристики п’єзоактуаторів. Таким чи-
ном, визначення впливу геометричних розмі-
рів п’єзоактуатора на частотні характеристики 
є важливою актуальною задачею, а її вирі-
шення є метою цієї роботи. 

Опис об’єкта і методу дослідження. 
Основною складовою п’єзокерамічного акту-
атора є п’єзокерамічна пластина. На рисун-
ку 3 зображено аксонометричну модель 
п’єзокерамічної пластини. 
 

 
Рисунок 3 – Аксонометрична модель 

п’єзоелектричного актуатора 
 

Враховуючи технічні особливості 
п’єзоелектричних актуаторів і всі складнощі, 
що виникають при їх виготовленні, оптималь-
ним рішенням є використання чисельних ме-
тодів розрахунку, що реалізуються спеціаль-
ними САПР [6]. 

Для дослідження амплітуди коливань 
було проведено чисельне моделювання про-
цесу роботи п’єзоелектричного актуатора в 
програмі COMSOL Multiphysics 5.2. 

Всередині п’єзоелектричного елемента 
існує зв’язок між деформацією та електрич-
ним полем, який визначається матеріальним 
або конститутивним співвідношенням: 

, 
                 (1) 

де S – деформація, T – напруга, E – електрич-
не поле, D – електричне зміщення поля. 

Складові рівняння (1)  і  є комплекс-
ними величинами, що описують основні па-
раметри матеріалу (відповідно жорсткість ма-
теріалу, коефіцієнт електромеханічного 
зв’язку та діелектричну проникність). Ці ве-
личини є тензорами 4-го, 3-го і 2-го рангу від-
повідно, але, оскільки тензори симетричні за 
фізичними причинами, вони можуть бути 
представлені у вигляді матриць у скорочено-
му записі, що зазвичай є більш зручним [7]. 

Використовувалися Лагранжові кінцеві 
елементи з елементарними базисними функ-
ціями другого порядку – Lagrange-Quadratic. 

Аналіз п’єзокерамічного актуатора 
здійснювався в режимі Frequency response. 
Розрахункова сітка кінцевих елементів у пунк-
ті «Mesh» вибиралася ортогональною – 
Normal. Сітка була побудована тетрагональ-
ним розбиттям, а досліджувані тривимірні 
моделі були представлені сукупністю з більш 
ніж тисячі елементів кожна. Як розв’язувач 
використовувався Direct, в якому був обраний 
чисельний метод SPOOLES для вирішення 
систем лінійних рівнянь з розрідженими мат-
рицями. 

Для визначення впливу геометричних 
розмірів на частоту п’єзоелектричного актуа-
тора (рисунок 3) було проведено моделюван-
ня. Товщина п’єзопластини залишалася не-
змінною протягом усього циклу досліджень та 
становила 0,5 мм. Інші геометричні розміри 
п’єзокерамічної пластини були представлені 
коефіцієнтом K = b/a в безрозмірній величині 
(відношення ширини основи b до довжини а).  

На першому етапі моделювання коефі-
цієнт К змінювався від 0,27 до 0,44 з кроком 
0,1, при цьому ширина b лишалася незмінною 
(b = 5 мм), а змінювалась тільки довжина а. 

На другому етапі моделювання було до-
сліджено вплив геометричних розмірів ширини 
b на частоту коливань п’єзокерамічної пласти-
ни при постійній довжині а (а = 40 мм), кое-
фіцієнт К змінювався аналогічно з першим 
етапом. 
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При моделюванні п’єзоелектричного 
актуатора були прийняті такі граничні умови: 
п’єзокерамічна пластина 1 по ширині площи-
ни 2 має тип граничних умов Fixed, електрич-
на напруга (Electric potential) 100 В прикладена 
до електрода 5, а земля (Ground) – до електро-
да 4 на протилежній стороні (рисунок 3). 

Для перевірки адекватності моделюван-
ня проводився експеримент з обраним актуа-
тором, довжина якого становила 40 мм, ши-
рина – 5 мм, а товщина – 0,5 мм. 

Методика проведення експериментів 
полягала в наступному. П’єзоелектрична плас-
тина 1 жорстко закріплювалася на основі 3 
(рисунок 4). 

 

 
1 – п’єзоелектрична пластина, 2 – USB мікроскоп, 

3 – основа, 4 – комп’ютер  
Рисунок 4 – Схематичне представлення 

експериментальної установки для визначення 
коливань п’єзоелектричної пластини 

 
При подачі змінної електричної напруги 

на електроди п’єзоелектричної пластини 1 в 
останній виникали механічні коливання, які 
фіксувалися USB мікроскопом 2. За значен-
ням максимальної амплітуди коливань визна-
чали частоту резонансу. 

Опис результатів. Деякі результати чи-
сельного моделювання п’єзоелектричного ак-
туатора в процесі зміни довжини його 
п’єзоелектричної пластини при її постійній 
ширині зображено на рисунку 5. З рисунка 5 
наочно видно динаміку зміни частоти та амплі-
туди коливань п’єзокерамічного актуатора за-
лежно від зміни геометричних розмірів засто-
сованої в ньому п’єзоелектричної пластини. 

Отримані результати чисельного моде-
лювання представлено графічно у вигляді за-
лежності частоти коливань f від коефіцієнта  
К = b/a актуатора і зображено на рисунку 6. 

 
а) 
 

 
б) 

а) К=0,44; б) К=0,27 
Рисунок 5 – Результати моделювання 

п’єзоелектричного актуатора  
з різними значеннями коефіцієнта К  

при постійній ширині п’єзоелектричної  
пластини 

 

 
 

Рисунок 6 – Графік залежності частоти  
коливань f п’єзоелектричного актуатора  

при постійній ширині та з різними значеннями 
коефіцієнта К 
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З рисунка 6 видно, що максимальна час-
тота коливань 515 Гц п’єзоелектричного акту-
атора відповідає коефіцієнту К = 0,44, що ек-
вівалентно довжині a = 40 мм. 

Отримана в результаті чисельного мо-
делювання графічна залежність для амплітуди 
коливань актуатора була апроксимована за 
допомогою квадратичної функції  

2cxbxaf ++= ,                 (2) 
де f – частота коливань актуатора; x – коефіці-
єнт К; a, b, c – коефіцієнти рівняння (відповід-
но a = 34,191882, b = -267,62638, c = 3101,041). 

Наступним кроком визначалася частота 
коливань f при зміні ширини b п’єзо-
електричної пластини при постійному значенні 
довжини a = 40 мм. Ширина b змінювалася в 
межах від 5 до 20 мм з кроком 1 мм. Зменшен-
ня ширини на величину, меншу ніж 5 мм, приз-
водить до великих механічних напруг у 
п’єзоелектричній пластині, що може спричи-
нити її руйнування. Деякі з результатів чисель-
ного моделювання зображено на рисунку 7. 

 

 
а) 

 
б) 

а) К=0,125; б) К=0,5 
Рисунок 7 – Результати моделювання 

п’єзоелектричного актуатора при постійній  
довжині а з різними коефіцієнтами К  

На основі результатів чисельного моде-
лювання побудований графік залежності час-
тоти коливань f п’єзоелектричного актуатора з 
різними значеннями коефіцієнта К при пос-
тійній довжині, який зображено на рисунку 8. 

 

 
 

Рисунок 8 – Графік залежності частоти  
коливань f п’єзоелектричного актуатора  

при постійній довжині а з різними значеннями 
коефіцієнта К  

 
Таким чином, було встановлено, що за 

умови фіксації незмінною довжини актуатора 
та при зміні лише його ширини матиме місце 
лінійне зростання частоти коливань на про-
міжку К від 0,125 до 0,5. Максимальна часто-
та коливань у цьому випадку дорівнюватиме 
203 Гц при К = 0,5, тобто відповідатиме ши-
рині пластини 20 мм, а мінімальна частота 
коливань становитиме 191 Гц при К = 0,125, 
що відповідно еквівалентно ширині 5 мм. 

Отриману в результаті чисельного мо-
делювання залежність для частоти коливань 
було апроксимовано за допомогою лінійної 
функції 

bxaf += ,                       (3) 

де f – частота коливань актуатора, x – коефі-
цієнт K, a =187,19737, b = 31,819549 – коефі-
цієнти. 

Для підтвердження результатів моде-
лювання було проведено фізичний експери-
мент зі зразком п’єзоелектричної пластини. 
На рисунку 9 зображено стенд для експери-
ментального дослідження п’єзокерамічних 
актуаторів. Результат моделювання було зі-
ставлено з результатами фізичних експеримен-
тів на дослідних зразках. 
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1 – USB мікроскоп; 2 – п’єзоелектрична пластина 

Рисунок 9 – Експериментальна установка  
для визначення частоти коливань 

п’єзоактуатора 
 

На рисунку 10 зображено візуалізацію 
коливань торця п’єзокерамічних пластин, 
отриману за допомогою мікроскопа. 
 

 
а)                                     б) 

а) в стані спокою;  
б) при подачі напруги 100 В з частотою 146 Гц  
Рисунок 10 – Експериментальні результати  

візуалізації коливань вільної сторони 
п’єзоактуатора під мікроскопом,  

збільшення у 250 разів 
 

Висновки. Таким чином, основні ре-
зультати досліджень можна сформулювати 
наступним чином: шляхом чисельного моде-
лювання було визначено залежності впливу 
геометричних параметрів п’єзоелектричних 
пластин на частоту коливань п’єзоактуаторів 
на їх основі. Отримані дані можна використо-
вувати при проектуванні малогабаритних лі-
тальних апаратів чи в будь-яких інших при-
строях, де як рушійна сила використовуються 
п’єзокерамічні актуатори подібної форми. 
Отримані математичні залежності допомо-
жуть спрогнозувати зміну частоти коливань 
п’єзоактуаторів залежно від геометричних 
розмірів їх п’єзоелектричних пластин.  
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DEPENDENCE OF OSCILLATION FREQUENCY ON GEOMETRICAL 
PARAMETERS OF PIEZOCERAMIC ACTUATOR FOR SMALL-SIZED AIRCRAFT 

 
In the article the attention is paid to the peculiarities of the construction of small-sized aircraft 

flying into the air with the help of wings based on the bionic principle – copying movements birds or 
insects. Micro devices of such size and type have a wide range of applications and a number of tasks 
set before them, such as: pollination of crops, search and rescue operations, observation, as well as 
monitoring of weather, climate and environment with high resolution. The work has found its applica-
tion in the design of small-sized aircraft, where piezoceramic plates are used as a driving force. The 
piezoceramics becomes much more relevant than that of an electric motor, since with the reduced de-
sign of a small-sized flying machine built on the basis of an electric motor, it will have to reduce the 
electromagnetic engine itself, that will lead to a loss in the efficiency factor of the engine and the air-
craft in general. The piezoceramic engine is capable of converting electric energy into a mechanical 
one with a very high operating coefficient, which in some cases amounts to more than ninety percents. 
In addition, the use of piezoactuators has a number of advantages: operating speed, the development 
of large forces, the absence of a magnetic field, low energy consumption, no tendency to wear, the 
ability to work in extreme conditions. When constructing small-sized devices based on piezoceramics, 
the ratio of the length and width of the piezoceramic plate to its resonant frequency is extremely im-
portant. As a result of the research, mathematical dependences have been obtained for predicting the 
oscillation frequency, depending on geometric dimensions of the piezoelectric plate. The adequacy of 
the obtained numerical calculations is confirmed by experimental studies. 

Keywords: small-sized planes, modeling, piezoceramics, piezoceramic actuator. 
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