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Рекомендовано до друку вченою радою Аерокосмічного факультету НАУ  
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Integrated Intellectual Robotechnical Complexes (ІІRTC-2019). 12th International Science and 
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UNSA, Kyiv. 

 
 

Supervisors:  
 

Shelukha O. asistant, department of computerized electrical systems and technologies 
 

Isachenko A. 
Petrov Y. 
Slesarenko K. 
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Kochetkova O., Leshchenko Y., Omolosky O., Petrov Y., Stakhova A., 
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УДК 621.9 
ПРОЕКТУВАННЯ СКЛАДУ САПР ПРОСТОРОВИХ МЕХАНІЗМІВ З 

УРАХУВАННЯМ ПРУЖНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ ЛАНОК 
Коваленко О.О., к.т.н., доцент, Крейда Є.М., студент гр. мТМ-41,  

Борона Є.М., студент гр. РТ-73. Черкаський державний технологічний 
університет, Україна. e-mail: a.kovalenko@2upost.com 

 
При побудові моделей багатотільних систем часто робиться 

припущення, що тіла не деформуються. Таке припущення підходить для 
широкого спектру моделей просторових механізмів завдяки тому, що при 
цьому спрощується модель, полегшується і скорочується процес моделювання 
та у багатьох випадках досягається бажана точність. 

Однак деформація може відігравати важливу роль у певних системах - 
аеродинамічні сили викликають видимі коливання в крилах літаків, сили 
удару часто викликають помітний струс та вібрації у стрілах екскаваторів. 
Крила літаків і стріли екскаваторів поводяться при цьому як гнучкі тіла, 
деформації яких часом стають досить серйозними, щоб вплинути на роботу 
самих об’єктів - рухи сусідніх ланок, навантаження на їх шарніри, розробку їх 
алгоритмів керування, залежні до ефектів деформації. 

Такі ефекти, як правило, особливо виражені в резонансних системах. 
Резонанс значно посилює вібрації, швидкість механічного зносу, підвищує 
енергоспоживання і знижує точність відтворення бажаної траєкторії руху. 
Деякі типи роботизованих маніпуляторів використовують активний контроль 
вібрації саме з цієї причини, пом'якшуючи вплив коливань на точність 
позиціонування робочого органу. Для адекватного моделювання таких систем 
потрібно розглядати ланки механізмів як гнучкі тіла. 

Для моделювання гнучких тіл існують різні методи. Серед найбільш 
популярних - методи кінцевих елементів. Проте вони зазвичай вимагають 
значно більших та складніших обчислювальних витрат і часто вимагають 
спеціальної підготовки моделі, щоб застосовуватися до моделювання великих 
багатотільних систем, зокрема тих, що містять елементи різної фізичної 
природи та системи управління. У цій роботі розглядаються один з практичних 
методів, який можна використовувати у моделях Simscape Multibody™ 
MATLAB, щоб врахувати малі, лінійні та еластичні деформації - метод 
зосереджених параметрів. 

Суть методу зосереджених параметрів полягає втому, що гнучке тіло 
розглядається як набір жорстких елементів маси з'єднаних між собою 
внутрішніми пружинами і демпферами. З’єднання забезпечують ступені 
свободи, необхідні для виникнення деформації. Елементи маси, пружини і 
демпфери забезпечують інерційні, відновлювальні і дисипативні сили, які в 
сукупності дозволяють врахувати деформацію тіла. 

Цей метод підходить для моделювання довгих та порівняно тонких тіл, 
таких як стержні і балки. На рис. 1 показано простий приклад: балка, розділена 
по довжині на чотири гнучких блоки. На першому блоці показаний його склад. 
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В середині нього знаходяться два жорстких масових елемента (m), пружина 
(k) і демпфер (b). Такий склад мають усі блоки. Кожний блок жорстко 
з’єднаний з відповідними сусідніми блоками. 

 
Рис.1. Представлення гнучкого тіла за методом зосереджених параметрів 

 
Складові елементи гнучкої балки і взаємозв’язок між ними представлені 

в Simscape Multibody САЕ MATLAB за допомогою блоків і з'єднувальних 
ліній (рис. 2). Задача методу з зосередженими параметрами в основному 
зводиться до обчислення ключових параметрів блоку - інерційні властивості 
масових елементів, жорсткості пружин і коефіцієнти демпфування в шарнірі. 

 
Рис.2. Математична модель балки 

 
У консольній балці, яка тільки вигинається, величина жорсткості 

пружини випливає з рівності між крутним моментом пружини в шарнірі і 
згинальним моментом на суцільній балці. Закон Гука дає крутний момент 
пружини в шарнірі: 
 𝜏𝜏𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑅𝑅𝜃𝜃, (1) 

де τk - крутний момент пружини, kR - постійна жорсткість пружини, а θ - 
кут відхилення. Класична теорія балки дає згинальний момент на суцільній 
балці: 
 𝑀𝑀 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝐴𝐴

𝑅𝑅
, (2) 

де M - згинальний момент, E - модуль пружності Юнга, IA – момент 
інерції профілю балки, і R радіус кривизни деформованої балки. У межах 
малих відхилень θ, М зменшується до l/R, де l - недеформована довжина балки, 
а вираз для визначення жорсткості балки приймає вигляд: 
 𝑘𝑘𝑅𝑅 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝐴𝐴

𝑙𝑙
, (3) 
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Якщо гнучка балка має довжину L, яка розділена на N гнучких блоків, то 
довжина l недеформованого гнучкого блоку визначається як: 
 𝑟𝑟 = 𝐿𝐿

𝐼𝐼
, (4) 

На рис. 3 показаний кут (θ) і радіус кривини (R) за рахунок вигину. 
Елемент маси становить половину довжини гнучкого блоку балки, l/2. 

 

Рис.3. Геометрія гнучкого блоку балки з обертальним ступенем свободи 
 
Затухання коливань є складним явищем, для опису яких існують різні 

моделі. В даному випадку для початку вибирана проста – лінійний закон 
затухання: 
 𝜏𝜏𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑅𝑅�̇�𝜗, (5) 

де τk - величина демпфуючого моменту між двома елементами маси, 
пов'язаними з одним обертальним ступенем свободи. Це припущення 
узгоджується з розрахунками демпфування в шарнірах в Simscape Multibody. 
В якості першого наближення приймаємо коефіцієнт демпфування 
пропорційним жорсткості пружини. 
 𝑏𝑏𝑅𝑅 =∝ 𝑘𝑘𝑅𝑅, (6) 

Коефіцієнт пропорційності (α) є емпірично заданим коефіцієнтом 
демпфування. Коефіцієнт демпфування може бути встановлений шляхом 
порівняння деформацій, розрахованих по моделі з зосередженими 
параметрами з надійним експериментальними даними. Розраховані 
деформації повинні максимально близько відображати ті, які визначені 
експериментальним шляхом. 

За описаною методикою були побудовані моделі консольної балки та 
кривошипно-повзункового механізму, визначені параметри та проведено 
моделювання. Для прикладу на рис. 4 наведені результати моделювання 
деформації консольної балки при дії на її вільний кінець зосередженої сили. 
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   а)      б) 

Рис.4. Результати моделювання деформації гнучкої балки в 
Simscape Multibody CAE MATLAB – a) – спрощена візуалізація деформації 
балки (модель складається з чотирьох жорстких елементів) та б) графік 

переміщення вільного кінця балки у вертикальній площині. 
 

Висновки. 

1. Розглянуто використання методу зосереджених параметрів для 
моделювання гнучких тіл. 

2. Змодельована консольна балка та кривошипно-шатунковий 
механізм. 

3. Результати моделювання балки показують, що, при розділенні її 
на 4 частини, похибка не перевищує 5%, що більш ніж прийнятно 
для технічних розрахунків.  

4. Значення похибки зменшується при збільшенні частин, на які 
розбивається ланка. 

5. Запропоновану методику доцільно використовувати при 
моделюванні великих багатотільних систем, зокрема тих, що 
містять елементи різної фізичної природи та системи управління. 
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