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ОПТИМІЗАЦІЯ РОЗРАХУНКУ ТЕМПЕРАТУРИ ТА ШВИДКОСТІ  

ДЛЯ ТЕПЛООБМІННИХ ПРОЦЕСІВ В АДІАБАТИЧНИХ УМОВАХ 

 

У статті показано модель теплообміну для циліндричної заготовки з нестаціонарним 

режимом в адіабатичних умовах. Визначено середню швидкість поширення тривимірного 

фронту теплообміну вздовж циліндра та середню поперечну температуру для цього режиму 

через рівняння теплопровідності та рівняння кінетики. Крім того, визначено вплив радіуса ци-

ліндра на швидкість теплообміну. Використовуючи рівняння теплопровідності та граничні 

умови, визначено середню поперечну температуру циліндра при теплообміні.  Також викорис-

товуючи рівняння кінетики, отримуємо значення середньої швидкості поширення тривимірно-

го фронту вздовж циліндра для нестаціонарного режиму в адіабатичних умовах. Досліджено 

через параметр R0, який показує, наскільки радіус циліндра більший характеристичної величи-

ни зони реакції, що при збільшенні радіуса швидкість теплообміну незначно зменшується. 

Графічно показано залежність R0 від характеристичної величини зони реакції G/Td для двох 

режимів ступеня віддалення від області. Використовуючи рівняння теплопровідності та рів-

няння кінетики з  початковими і граничними умовами, визначено середню швидкість поширен-

ня фронту вздовж циліндра для нестаціонарного режиму в адіабатичних умовах та середню 

поперечну температуру. Розв’язано осесиметричну граничну задачу нестаціонарного теплооб-

міну з рухом фронту тепла уздовж осі симетрії циліндра. Приведена математична модель 

теплообмінного процесу досліджувалася із застосуванням методу кінцевих різниць і програм-

ного забезпечення ANSYS. Показано, що температура глибини перетворення теплообміну зна-

ходиться в перерізі, перпендикулярному осі циліндра, який проходить через точку з максималь-

ною температурою, причому, чим вища температура, тим світліша штриховка області. 

Ключові слова: теплообмін, циліндрична заготовка, математична модель, температу-

ра, теплові процеси, метод кінцевих різниць, ANSYS. 

 

Вступ. Теплообмінні процеси як хіміко-

технологічний прийом дають можливість 

одержувати цільові продукти при великій 

продуктивності процесу і низькій вартості 

витрат на його організацію [1, 2]. В теплових 

процесах беруть участь не менш як два сере-

довища з різними температурами. Середови-

ще з більш високою температурою, яке віддає 

при теплообміні тепло, називається теплоно-

сієм, середовище з більш низькою температу-

рою – холодильним агентом (холодоагентом). 

Теплообмін має важливе значення для прове-

дення процесів випаровування, сушіння, пере-

гонки й ін. Є три способи передачі теплоти: 

теплопровідність, конвекція і випромінювання. 

Теплопровідність – явище перенесення тепло-

вої енергії безпосереднім контактом між час-

тинками тіла [3, 9]. 

Математичне моделювання теплооб-

мінних процесів, що базується на їх матема-

тичному описі, досить давно використовуєть-

ся в техніці [8, 9, 11, 12]. Проте зміст матема-

тичного моделювання, його можливості та 

актуальність створення математичних моде-

лей зазнали докорінних змін. Це пов’язано 

з перевагами цих методів перед натуральним 

експериментом, зі швидким розвитком засобів 

обчислювальної техніки та її математичного 

забезпечення і з удосконаленням наявних та 

розробкою нових чисельних методів реаліза-

ції складних математичних моделей, що вико-

ристовують математичний апарат диференці-

ального й інтегрального числення [9]. Сучасні 

математичні моделі дають змогу одержати 

розрахунковим шляхом велику і досить точну 

інформацію про різні теплові процеси в техні-

ці. Проведення обчислювальних експеримен-

тів з математичною моделлю, що реалізована 

у вигляді комп’ютерної програми, забезпечує 

скорочення термінів дослідження і зменшення 

його вартості, дає можливість прогнозувати 

поведінку досліджуваного об’єкта в різних, 



ISSN 2306-4412 (Print), ISSN 2306-4455 (CD-ROM), ISSN 2708-6070 (Online) 

© О. О. Онищук, 2021 
DOI: 10.24025/2306-4412.1.2021.222804 

156 

у тому числі й екстремальних ситуаціях, ство-

рюючи, таким чином, основу для теплотехніч-

ного обґрунтування проектних рішень при 

розробці нових і вдосконаленні наявних тех-

нологічних процесів з метою зниження енер-

гоємності виробництва і підвищення якості 

продукції [10-15]. 

Мета та постановка задачі. Оскільки 

на теплообмін впливає одночасно декілька 

факторів: швидкість, напрямок, розміри моде-

лі, початкова температура, температура сере-

довища та умови, в яких відбувається безпо-

середньо сам процес, тому важливо дослідити 

ці фактори. 

Виклад основного матеріалу. Поши-

рення тепла починалося локально у точці. На-

далі процес проходить у режимі пошарового 

поетапного руху. У відомих роботах з ви-

вчення теплового режиму теплообмінних 

процесів розглядалася подібна осесиметрична 

задача нестаціонарного теплообміну з рухом 

уздовж осі симетрії циліндричної системи на 

початковому етапі [6, 11]. 

Оскільки після початку поширення теп-

ла відбувається ініціювання реакції, теплооб-

мін здійснюється і на бічній поверхні, і фронт 

тепла рухається перпендикулярно до осі си-

метрії.  

Параметри теплового режиму і розмір-

ність розв’язуваної задачі залежать від коор-

динат початкової точки теплообмінного про-

цесу. Оскільки в нашому випадку можливий 

початок руху тепла з центру торця або ж з 

бічної поверхні циліндра, то протягом усього 

часу теплообміну реалізується осесиметрич-

ний теплообмін. 

У ролі основного об’єкта дослідження 

розглядається теплообмінний процес у цилін-

дрі. Таким чином, осесиметричним має бути 

і температурне поле циліндра. 

Розглядаємо двовимірну модель тепло-

обміну при теплообміні плоского шару оди-

ничної товщини циліндра. Шар вирізається 

таким чином, щоб його довжина дорівнювала 

максимально можливому шляху теплообміну. 

Відповідно площини перерізу проходять че-

рез початкову точку поширення і найбільш 

віддалену від неї точку. 

Така модель дає змогу описати поле те-

мператур у найбільш холодній (початок тепло-

обміну) і гарячій (закінчення теплообміну) 

зонах циліндра (рисунок 1). 

З математичної точки зору, процес теп-

лообміну описується системою рівнянь тепло- 

і масопереносу з джерелами тепла і продуктів, 

обумовленого хімічною реакцією [6, 7]. Наяв-

ність членів, експоненціально залежних від 

температури, визначає всі специфічні риси, 

властиві теплообмінним процесам. 

Рішення цієї системи рівнянь виражає 

просторово-часовий розподіл температур, кон-

центрації реагентів і продуктів, швидкостей 

реакції та інших показників процесу [8, 9, 11]. 

Реакція теплообміну проходить одноча-

сно в усьому об’ємі тіла. Тепло, що виділяєть-

ся, частково відводиться в навколишнє середо-

вище, а частково залишається в системі і під-

вищує її температуру. Температура змінюється 

від початкового значення до деякої величини, 

що відповідає повному адіабатичному перет-

воренню реагентів. 

Ця модель дає можливість описати ме-

ханізм руху теплообміну для нестаціонарного 

режиму горіння в адіабатичних умовах та ви-

значити середню швидкість поширення теп-

лообміну в спіновому режимі. Крім того, вико-

ристовуючи основні кінетичні рівняння тепло-

обміну, визначимо вплив радіуса на швидкість 

горіння (рисунок 1). 
 

 
Рисунок 1 – Схематична модель руху  

теплообміну в циліндричній заготовці 
 

Результати досліджень. В безрозмір-

ному вигляді математична модель руху теп-

лообміну включає рівняння теплопровідності 

[12-14] 










































Tdzxxxx

1

2

2

2

2

2

11

2

2

  (1) 

і рівняння кінетики [11, 13] 




















10

1
1

exp1













при

,при
Ar

)(Td
      (2) 

 



Вісник Черкаського державного технологічного університету 1/2021 

© О. О. Онищук, 2021 
DOI: 10.24025/2306-4412.1.2021.222804 

157 

Система рівнянь має початкові і граничні умови [10]: 
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де Т – температура, T* – характеристична тем-

пература, яку приймають за адіабатичну тем-

пературу теплообміну, T0 – температура на-

вколишнього середовища і початкова темпе-

ратура зразка, С – питома теплоємкість, Q – 

тепловий ефект реакції, η – глибина перетво-

рення, ρ0 – маса конденсованої фази в одиниці 

об’єму, t – час, r, φ, h – просторові координа-

ти: радіус, кут і координата вздовж осі цилін-

дра відповідно, λ – теплопровідність, К0 – пе-

редекспотенціальний множник, Е – енергія 

активації, R – універсальна стала, αТ – коефі-

цієнт тепловіддачі від поверхні зразка в на-

вколишнє середовище, r0, h0 – радіус і висота 

циліндра, tign – час дії запалюючого імпульсу,  

Td – критерії Тодеса, Ar – критерій Арреніуса. 

Математична модель теплообміну [11]: 

1) систему трьох диференціальних  

рівнянь нестаціонарної теплопровідності в 

декартових координатах: 
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3) початкові умови: 

гTyT )0,,0( 11 ;
2( , ,0) 0T x y T ;      (8) 

4) рівняння руху фронту тепла: 

xг  = sг  t; 

5) температура рухомої границі I роду 

(фронт горіння) при h1=y1: 

 Т(хг, y1,t) =Тг;                   (9) 

6) умови симетрії температурного поля 

відносно осі х: 

0
01 
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y
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7) умови адіабатичності перед фронтом 

тепла (х = хг + 0): 

0
0 11 





x

)t,y,x(T г .    (11)  

При розрахунку температурного поля 
процесу теплообміну всього шару системи 
рівнянь (1)–(11) виключаються рівняння (8)–
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(9) і додаються граничні умови першого роду 
на торцевій поверхні шару при х = l: 

𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝛼0

𝜕2𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
; 

T1(h, y, t) = T2(h, у, t).          (12) 

У (6)–(10) позначено: Тi – температура 
процесу теплообміну, Т1, Т2 – температура на 
початку процесу та в кінці відповідно;  

Сi, ρi, i – питома теплоємність, густина 
і коефіцієнт теплопровідності; hi – характерні 
розміри зразка; i – індекс системи: t – час;  
хг – текуча координата процесу теплообміну;  

т – коефіцієнт тепловіддачі; Тг, Т0 – темпера-
тура тіла та середовища відповідно;  
sг – швидкість теплообміну. 

Визначаємо початкову температуру че-

рез прогнозування основної температури, яка 

базується на основі моделі напівбезмежного 

тіла. Використовуємо замість рівняння тепло-

провідності (1) спрощене одновимірне рів-

няння теплопровідності 

𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝛼0

𝜕2𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
             (13)  

де 𝛼0 – коефіцієнт тепловіддачі. 

Інтенсивність теплового потоку або пи-

томий тепловий потік q (густина теплового 

потоку) – це потужність теплової іскри, поді-

лена на площу поверхні фронту зразка, тобто 

кількість теплоти, яка проходить 1 м
2 

площі 

поверхні за одиницю часу.  

Використовуючи початковий час ініці-

ювання та початкову температуру, розрахо-

вують тепловий потік. 

Тепловий потік пропорційний градієнту 

температури (закон Фур’є) [11]: 

( , )
.

T x t
q

x



 


                     (14) 

Початкові умови: 

 0 < x < ∞, t > 0,  Т(х, 0) = Ті.        (15) 

Крайові умови: 

 −𝜆
𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
= 𝛼0

𝜕2𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
 
𝑥=0

= 𝑞0      (16) 

Скористаємося перетворенням Лапласа. 

Трансформанту позначаємо тильдою «T
~

»: 

)0,(),(
~

xTsxT
t

T





,  

оскільки  

Т(х, 0) =Ті, то 

iTsxT
t

T





),(

~
, 

тоді   
2 2

2

( , )
,

T T x s

x x

 


 
  

де х – текуча координата фронту горіння;  

Т – коефіцієнт тепловіддачі, s – швидкість 

поширення фронту горіння, Ті – температура 

ініціювання. 

Таким чином, отримуємо 

T(x,t)→рівняння в трансформантах:  

𝜕2𝑇(𝑥,𝑠)

𝜕𝑥
−

𝑠𝑇 (𝑥,𝑠)

𝛼0
=

𝑇𝑖

𝛼0
                 (17) 

Характеристичне рівняння:  

𝑥2 −
𝑠

𝛼0
= 0, 𝑥 = ± 

𝑠

𝛼0
          (18) 

Частинний розв’язок:  

−
𝑠

𝛼0
𝐴 = −

𝑇𝑖

𝛼0
→  𝐴 =

𝑇𝑖

𝑆
, 𝑇г =

𝑇𝑖

𝑆
          (19) 

Повний розв’язок: 

Т = С1𝑒
− 

𝑆

𝛼0 + С2𝑒
− 

𝑆

𝛼0 +
𝑇𝑖

𝑆
          (20) 

З умови обмеженості T
~

 при x   ви-

пливає, що С2 = 0. Крайова умова в трансфо-

рмантах має вигляд: 

 𝜕
2𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
 
𝑥=0

= −
𝑞0

𝜆∙𝑆
               (21) 

 𝜕𝑇 

𝜕𝑥
 
𝑥=0

=  − 𝑁1
 𝑒

− 
𝑆
𝛼0

𝑥
  

𝑥=0

= −𝐶1 
𝑠

2
→ 

𝐶1 =
𝑞0 𝛼0

𝜆∙𝑆
3
2

  

𝑄 =
𝑞0 𝛼0

𝜆∙𝑆3/2 𝑒
− 

𝑆

𝛼0
𝑥

+
𝑇𝑖

𝑆
       (22) 

Отже, початкова температура:  

Т 𝑥, 𝑡 = 𝑇𝑖 +
𝑞0

𝜆 𝜋
 − 𝜋𝑥

𝑒2𝜆
𝑥

2 𝛼0𝑡 +

2 𝛼0𝑡𝑒
𝑥2

−4𝛼0𝑡       (23) 

Вважаючи сталою інтенсивність тепло-

вого потоку q˝0 та припускаючи, що початко-

ва температура Тi – стала (Тi = const), розподіл 

температури можна виразити так: 

Т 𝑥, 𝑡 − 𝑇𝑖 =

2𝑞′′
0 𝛼0𝑡 

𝜋

𝜆
𝑒𝑥𝑝  

−𝑥2

4𝛼0𝑡
 −

𝑞 ′′
0𝑥

𝜆
𝑒𝑟𝑓𝑐(

𝑥

2 𝛼0𝑡
)                        (24) 

Таким чином, розглянуто осесиметрич-

ну граничну задачу нестаціонарного теплооб-

міну двовимірної моделі на стадії синтезу 

з рухом теплообміну уздовж осі симетрії ци-

ліндричного зразка. 
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Обговорення результатів. Приведена 
математична модель процесу досліджувалась 
чисельно із застосуванням методу кінцевих 
різниць та програмного забезпечення ANSYS 
[14, 15].  

Таким чином, на рисунку 2 зображено 
тривимірну модель теплообміну у циліндрі 
в нестаціонарному режимі [5]. 

Використовуючи розрахункову просто-
рову сітку, яка є нерівномірною, з нефіксова-
ною кількістю вузлів, забезпечувалось згу-
щення вузлів сітки в області фронту і у міру 
зміні температури зразка відбувалось наро-
щування зразка з боку реагентів і відсікання 
віддаленої від фронту частини продуктів. Сіт-
ка використана через наскрізний перетин по 
діаметру.  

Температура глибини перетворення теп-
лообміну знаходиться в перерізі, перпендику-
лярному осі циліндра, який проходить через 
точку з максимальною температурою, причо-
му, чим вища температура, тим світліша 
штриховка області. 

 

 
Рисунок 2 – Теплообмінний режим для  

циліндричної заготовки з нестаціонарним  

режимом в адіабатичних умовах  

Ar = 0,0529, Td =0,1087, ast ≈ 0,86 R0 ≈ 58 
 

Використовуючи рівняння теплопровід-
ності (1), а також граничні умови (3), визнача-
ємо середню поперечну температуру циліндра 
при теплообміні: 

       .

0

2

0

),,,(
2
0

1
),(

0

drd

R

tzx
R

tz 






        (25) 

Використовуючи рівняння теплопровід-
ності (1) та рівняння кінетики (2), отримуємо 
значення середньої швидкості поширення три-
вимірного фронту вздовж циліндра для неста-
ціонарного режиму в адіабатичних умовах 

dV

V

zxdV

V

kzx

kR
u )0,,,(),,,(

)0(2
0

1
 


 



,  

(26) 

де

 

0, k  − час початку і кінця процесу на пе-

вному періоді розрахунку, V − об’єм циліндра. 

Як параметри використовували αst і R0. 

Параметр αst, визначений у роботі, характери-

зує ступінь віддалення від області, в якій пло-

ский стаціонарний фронт є нестійким. 

𝛼st = 9,1Тd - 2,5Ar < 1.                 (27) 

Границя, що розділяє стійкі і нестійкі од-

номірні режими, визначається умовою αst = 1. 

Параметр R0 показує, наскільки радіус 

циліндра більший характеристичної величини 

зони реакції. 

На рисунку 3 зображено залежність R0 

від характеристичної величини зони реакції 

G/Td для двох режимів ступеня віддалення від 

області αst, де видно, що ступінь віддалення 

від області αst = 1 більший при більших зна-

ченнях R0. 
 

 

Рисунок 3 – Залежність радіуса R0 

від характеристичної величини  

зони реакції G/Td 
 

Висновки. Таким чином, описано ме-

ханізм теплообмінного руху для нестаціонар-

ного режиму в адіабатичних умовах.  

Використовуючи рівняння теплопровід-

ності та рівняння кінетики з початковими 

і граничними умовами, визначено середню 

швидкість поширення фронту вздовж цилінд-

ра для нестаціонарного режиму в адіабатичних 

умовах та середню поперечну температуру.  

Розв’язано осесиметричну граничну за-

дачу нестаціонарного теплообміну з рухом 

фронту тепла уздовж осі симетрії циліндра. 

Досліджено, що при більшому радіусі 

швидкість теплообміну незначно зменшується.  

Отже, використання процесу їх тепло-

обміну у хімічній технології приводить до 

висновку про те, що нині вони мають значні 

перспективи. 
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OPTIMIZATION OF TEMPERATURE AND SPEED CALCULATION  

FOR HEAT EXCHANGE PROCESSES IN ADIABATIC CONDITIONS 

 

The article shows a model of heat exchange for a cylindrical workpiece with a non-stationary 

regime in adiabatic conditions. The average velocity of propagation of three-dimensional heat ex-

change front along the cylinder and the average transverse temperature for this mode are determined 

through the equations of thermal conductivity and the equation of kinetics. In addition, the influence of 

the cylinder radius on the heat transfer rate is determined, It has been shown that the average trans-

verse temperature of the cylinder during heat transfer is determined using the equations of thermal 

conductivity and boundary conditions. Also using the equation of kinetics, we obtain the value of the 

average velocity of propagation of the three-dimensional front along the cylinder for nonstationary 

mode in adiabatic conditions. It is investigated through the R0 parameter, which shows how much the 

radius of the cylinder is larger than the characteristic value of the reaction zone, that with increasing 
the radius, the heat transfer rate decreases slightly. The dependence of R0 on the characteristic value 

of the reaction zone G / Td for two modes of the degree of distance from the region is graphically 

shown. Using the equations of thermal conductivity and the equations of kinetics with initial and 

boundary conditions, the average velocity of propagation of the front along the cylinder for the non-

stationary regime in adiabatic conditions and the average transverse temperature are determined.  

The axisymmetric boundary value problem of nonstationary heat exchange with the motion of 

the heat front along the axis of symmetry of the cylinder is solved. The given mathematical model of 

heat exchange process has been investigated using the finite difference method and ANSYS software. It 

is shown that the temperature of the heat transfer transformation depth is in the section, perpendicular 

to the axis of the cylinder, which passes through the point with the maximum temperature, and the 

higher the temperature, the lighter the shading of the area. 

Keywords: heat transfer, cylindrical workpiece, mathematical model, temperature, thermal 

processes, finite difference method, ANSYS. 
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