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Розглядається підхід до створення свого роду мови спілкування з ЕОМ дослідника техні-
чних систем з використанням т. зв. стандартизованого математичного (матричного) опису 
взаємодій, який дозволяє формувати моделі лінійних динамічних систем. При цьому викорис-
товується апарат теорії графів потоків сигналів для структурованого опису елементів та 
зв’язків між ними. 
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Вступ. Із системного аналізу моделі 

статичної системи типу <вхід/вихід>  
(У – вхід, Х – невідоме) отримані результати, 
які стали можливими при використанні мето-
ду графів потоків сигналів, де виділено як пе-
ретворення елементів (власних) та елементів 
зв’язків, можливо і не одинарних.  

Граф, у свою чергу, будується на основі 
закону про вузол потоків сигналів (умова го-
меостазису): алгебраїчна сума вузла дорівнює 
нулю, тобто все, що входить у вузол, перет-
ворюється у вихід ( ∑ (Y, X)=0). 

Таким чином, на основі цієї рівності бу-
ло отримано матричне рівняння < вихід/вхід > 
деякої статичної системи [1-3]: 

  А  Х = В  Y .       (1) 
Формально розв’язок цього рівняння мо-

жливо записати у вигляді операцій над матри-
цями А і В: 

  X  =  A-1  B  Y .  (2) 
У прикладному плані цей вираз дає мо-

жливість побудови статичних характеристик 
системи (при наявності умови динамічної рів-
новаги) це можуть бути, наприклад, характе-
ристики системи: швидкісні, ті що дозволяють 
регулювати відношення, а також визначати 
взаємозв'язок з навантаженнями, які харак-
теризують режими використання системи.  

Здавалося б, що в цій ситуації і пробле-
ми не існує – тому що все інше буде залежати 
від характеристик елементів матриць А, В – 
арифметичні значення, алгебраїчні величини 
або, можливо, і ще щось інше (функції, функ-

ціональні матриці, блочні матриці, або пред-
метні змінні). 

Стаття є в деякій мірі логічним продов-
женням роботи [1, c. 111] і присвячена систе-
мному дослідженню моделі неперервної лі-
нійної динамічної системи та є основою для 
використання засобів обчислювальної техніки 
при синтезі й аналізі широкого класу інфор-
маційних систем і технологій. 

Мета та задачі системного аналізу 
Система як об’єкт дослідження. При 

створенні та дослідженні системи як мережі 
зв’язаних динамічних елементів, де мережа 
зв’язків визначається як структура, а елемен-
ти як їх сукупність. Така практика існує при 
створенні систем керування т.зв. об’єктами 
автономного функціонування (ОАФ) (транспо-
ртними засобами, робото подібними комплек-
сами, інформаційними системами, технологіч-
ними енергетичними комплексами, засобами 
зв’язку та телекомунікацій, можливими віртуа-
льними інформаційними структурами).  

Результати обробки експериментальних 
досліджень, виконаних на базі різного роду 
макетів та аналогів, які характеризують реак-
ції конструкцій на входи, дають можливість 
побудувати математичні моделі <вхід-вихід> 
в вигляді різного роду функціональних зале-
жностей.  

З цієї точки зору розглянемо основні 
етапи створення системи :  

<будова-структура> →<функція-процес> 
→<технологія-результат>,  
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що базується відповідно на процесах: 
<структуризації>→<алгоритмізація>→ 

<цілеорієнтації>. 
 
При описі моделі функціонування ди-

намічної системи введемо додаткове поняття 
стану. Опис загального перетворення в сис-
темі буде мати вигляд [2, c. 415]:   

<стан наступний> = <стан попередній> + 
+<вхід системи>, 

<вихід системи> = <стан попередній>, 

Х̇(𝑡)   =  А   Х(𝑡)   +   В   У(𝑡),   

                       𝑍(𝑡)  =  𝐶   𝑋(𝑡)  ,                    (3) 
де   Х(t),   Z(t),  У(t) – вектори виходу та входу 
системи, 
Х̇(t) – вектор похідних стану системи, 
А,В,C – матриці коефіцієнтів, включаючи опи-
си перетворення елементів та їх  зв’язків. 

Відповідно до принципу Д’Аламбера-
Лагранжа для механічної системи, приєдную-
чи сили інерції в вигляді похідних змінних 
стану до опису діючих активних сил, викори-
стаємо його до вирішення задач динаміки. Це 
дає можливість використати  загальний метод 
розв’язку задач статики та динаміки і дозво-
ляє вивчати функціонування динамічних сис-
тем, не вводячи в рівняння невідомі реакції 
зв’язків. 

Якщо мова йде про динамічну систему, 
то основні її перетворення відбуваються в ди-
намічних елементах, які, будучи зв’язаними 
між собою, формують різні реакції на виходах 
системи. 

Елемент як система. Почнемо з розг-
ляду опису перетворення одного динамічного 
елемента та його наступного (системного) 
аналізу: 

 

     xc(t)=c x(t),     x(t)= p-1(a x(t)+byс(t)),     (4)  
де x(t) – вихід елемента, yс(t) – вхід системи, 
a,b,c коефіцієнти перетворення, 𝑝−1 = 𝑑/𝑑𝑡. 

Графічне зображення цього перетво-
рення: (граф потоків сигналів – граф Мезона) 
надає можливість проаналізувати і уточнити 
схему перетворення (4): 

 
 

            b            1                 p-1               c   
     yc(t)      b yc(t)        ∑(-)                      .                   x         xc(t) 

                    +       +        a 
 

Побудова математичної моделі лінійної ди-
намічної системи 

Динамічна система як матричний  
елемент:  

𝐶  Х𝑐̇ (𝑡)   =  А   Х(𝑡)   +   В   Уc(𝑡). 
Використовуючи топологічні властиво-

сті матриць, структуруємо залежність (3), 
(C=I): 
        Х̇(𝑡) =(Ae+Aз) Х(𝑡)+(Ве+Вз) Y(𝑡),        (5)  
де Ае, Ве – матриці коефіцієнтів, перетворення 
елементів, Аз, Вз матриці зв’язків. Формально 
розв’язання цих матричних рівнянь можна 
записати з використанням оберненої матриці 
(рис. 1а): 
    X(𝑡)  =P-1 [(Ae+Aз) Х(𝑡)+(Ве+Вз) Y(𝑡)],    (6) 

На етапі структуризації на вибраному 
наборі динамічних елементів для реалізації 
моделі системи необхідно сформувати систе-
му їх відношень (рівнянь), (тобто структуру, 
як мережу зв’язків). Для поелементного опису 
динамічної системи існує система алгебро-
диференційних  рівнянь типу (3) (рис. 1а, 1б): 

<вхід> <динамічний елемент> <вихід>. 
 

 

Рис. 1.  Граф-схема матричних перетворень: a) –  (8), б) – (9)
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Вище наведені рівняння в скалярному 
вигляді алгебраїчно розв’язані відносно кож-
ної своєї головної змінної з виділенням відпо-

відного перетворення 𝑎𝑖  (в круглих дужках 
елементи зв’язків як на вході, так і на виході) 
(рис. 2). 

 

 

 

Рис. 2. Граф-схема системи з’єднання динамічних елементів 
 

 
 

В квадратних дужках показано відпові-
дно зв’язки на входах та виходах із елементів:  

�
𝑥(𝑡)′

1 =  𝑎11−1��−𝑋1∑ +  𝑌1∑ � + 𝑏11𝑦1� − 𝑥1,
… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … (7)
𝑥(𝑡)′

𝑛 =  𝑎𝑛𝑛−1��−𝑋𝑛∑ + 𝑌𝑛∑ � + 𝑏𝑛𝑛𝑦𝑛� − 𝑥𝑛.
 

При більш уважному розгляді граф-
схеми приходимо до висновку, що для опису 
системи: 

<входи> <динамічні елементи> <виходи> 

необхідно додати опис системних зв’язків ві-
дповідно на вході та виході елементів типу: 

𝑋𝐶(𝑡) =  𝑆𝐶𝐸 ∗  𝑋𝐸(𝑡), 𝑌𝐸(𝑡) =  𝑆𝐸𝐶 ∗
                                𝑌𝐶(𝑡);              (8) 

𝑋𝐸(𝑡) =  𝐸(𝑑)
−1�𝐵𝑒𝑌𝐸(𝑡) + 𝐵З𝑌𝐸(𝑡)

+  𝐴З𝑋𝐸(𝑡)�               (9) 
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Системний аналіз структурних 
з'єднань 

Розглянемо з системних позицій задачу 
корегування та пошуку структури (а також 
параметрів) засобів корегування з метою до-
сягнення бажаних властивостей системи. 

Більш детальніше розглянемо вхідні 
змінні, які діють на систему. Звичайно – це 
змінні стану динамічної системи, як об’єкта 
функціонування, на який можуть діяти керую-
чі впливи (вектор керуючих впливів –  U(t), а 
також збурюючі впливи – V(t). Тоді можливо 
переписати модель (3) як модель об’єкта ко-
регування (рис 2). 

 Ẋо = Ао Xо + ВuU+Bv V .                  (10) 

Задача корегування як пошуку структу-
ри такого з’єднання (тобто залежності коре-
гуючих впливів від вхідних величин), щоб за-
безпечити підтримання визначених змінних 
стану Хо відповідно до умови: 

                 ℮ = [ Ẋо ≜ Ẋс ] , (або ℮ = 0),      (11) 

де Ẋс=AcXc – рівняння бажаної (корегованої) 
системи, як результату корегування об’єкту. 

Враховуючи те, що вища похідна є ал-
гебраїчною функцією інших змінних, та вико-
нуючи умову (11), отримаємо рівняння закону 
корегування[4, c. 285]: 

                Bu
* U = ( Aс - A0 )*X – BvV.               (12) 

Тобто, необхідно ввести в закон корегу-
вання всю інформацію, яка доступна в систе-
мі. Думається, що цього було б і достатньо 
для кінцевого вирішення задачі корегування, 
але поява невимірних неконтрольованих збу-
рень V не дає можливості виконувати умову 
(11) і мати деяке відхилення від умови синте-
зу, тобто, якщо збурення присутнє в рівнянні 
об’єкту корегування, а не введене в закон ко-
регування, то буде відхилення похибки, яке 
могло би бути компенсовано за рахунок на-
ступного виразу: 

                Bv *V=(P- Ао) Xо+ ВuU.                    (13) 

Системний аналіз задачі керування 
Скалярний підхід до опису моделі системи. 

Можливо на графах відобразити 
рівняння <вхід – вихід> системи, приводячи 
до виходу вхідні (як елементів) так і системні, 
які дозволяють вибрати опис систему у 
вигляді опису  входу – виходу системи. 
Інколи це викликано поведінкою на 
початковому етапі синтезу (конструювання). І 
взагалі це призводить до т.н. структури 

перетворень на базі структурованих елементів 
стуктурних з’єднань. 

Для того, щоб оцінити якість належного 
перетворення, необхідно оцінити  
параметричні зміни, які характеризують 
елементарні зв’язки між ними. До речі, 
відсутність свого зворотного зв’язку у 
елементів може відповіcти на те, що елементи 
в свою чергу є з’єднанням, наприклад, з 
внутрішнім зворотнім зв’язком (як 
розприділяються перетворення між прямими 
зв’язками в кожному окремому випадку 
виділяються дослідником). 

В загальному випадку розвязання 
алгебраїчних рівнянь кожного відносно інших 
можна описати рівняннями високого порядку: 

𝑥1(𝑛) = 𝑓1�𝑥1(𝑛−1), … , 𝑥1, 𝑢1, 𝑣1, 𝑦1, 𝑡�, 
𝑥𝑛(𝑛) =  𝑓𝑛�𝑥𝑛(𝑛−1), … , 𝑥𝑛, 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑦𝑛, 𝑡�,  (14) 

де змінні 𝑥1, … , 𝑥𝑖, … 𝑥𝑛  стану системи в 
кожний момент часу t;  𝑢𝑖, 𝑣𝑖, 𝑦𝑖  – зовнішні 
впливи, що діють на систему. 

Причому, відома математична модель 
функціонування системи і її стан в 
початковий момент часу (Задача Коші): 

               …             (15) 
Розв’язок поставленої задачі зводиться 

до інтегрування диференціального рівняння 
(14) з початковими умовами (15). В 
результаті знаходяться значення змінних 𝑥𝑖 , 
які будуть характеризувати рух системи. 
Розглянута вище система (14) фактично є 
сукупністю 𝑛  диференційних рівнянь 
високого порядку, котре із которих можна 
розвязати як автономний канал відповідної 
автономної системи, наприклад, системи 
керування трьохфазним електричним 
генератором змінної напруги. Цю систему 
можна розглядати як деякий набір моделей 
елементів для створення нової більш складної 
системи на єтапі проектування. Якщо 
диференціальне рівняння має порядок вище 
першого, то вводячи позначення

, отримаємо 
нормальну систему диференціальних рівнянь: 

               (16)

 
Аналогічно можна описати, наприклад, 

модель  ІІ закону Ньютона.  
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     𝑚𝑥̈ = 𝐹(𝑥̇ , 𝑥, 𝑡).             (17) 
Структурний синтез законів керування. 
Розглянемо сформульовану вище задачу 

інваріантності (незбуреності) з точки зору 
методу структурного синтезу [1-5]. 

Об’єкт управління задається оператор-
ним рівнянням <вхід> – <вихід>: 

,)()()()( ξλ pdpcupbxpa ++=         (18) 
де (t)x  – керована змінна, (t)u  – керуючий 
вплив, 𝜆(𝑡), 𝜉(𝑡)– збурюючі впливи, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – 
оператори,  dtdp /= . 

Задача управління може бути сформу-
льована у вигляді: 

)()( tytx
∆

=   ,t∀  ,0)( ≠tλ   ,0)( =tξ  (19) 
де  y(t) – програмне завдання.  

Введемо додаткову змінну:   
)()()( txtyte −≡ .                  (20) 

Тоді наведений вище вираз можна запи-
сати: 

0)(
∆

=te   ,t∀   ,0)( ≠tλ   .0)( =tξ  
Умову оптимальності в задачі структу-

рного синтезу сформулюємо у вигляді функції 

– предикат ,0)( 



 ==

∆

teχ причому

{ }1,0=χ . 

Дійсно, якщо 0
∆

=e  (буде дорівнювати  
«0»), то вихідна змінна x(t)   повинна буде до-
рівнювати  y (t) для всіх t ( )()( tytx = ). Та-
ким чином, задачу синтезу закону керування 
можна розв’язати, якщо розв’язати рівняння: 

0])()()([)(1 =++− − ξλ pdpcupbpay    (21) 

відносно невідомого керуючого впливу 
u. Тоді  

].)()()([)(1 ξλ pdpcypapbu −−= −

      (22) 

Якщо неможливо реалізувати (22), то 
замкнута система управління буде описува-
тись деяким новим операторним рівнянням: 

.)()()()()( ** xpaypapbpbxpa −⋅=
(23) Отриманий закон керування включає до 
себе компоненту λ)()(1 pcpb− , яка означає, 
що треба знати закон зміни ( )(tλλ = ), щоб 
завести його відповідно в регулятор; це пря-
мий зв’язок по збуренню, що визначається так 
само, як і по завдаючому впливу, що відпові-
дно задається. 

Дуже багато реальних пристроїв пра-
цюють по такій розімкненій схемі (наприклад, 
автомати по продажу напоїв, розпакування / 
розфасування продуктів, включення / виклю-
чення освітлення та ін.). 

Професор Щипанов Г. В. у своїй відо-
мій роботі [5, c. 25] стверджує, що досягти 
відповідної якості керування по завданню 
можливо на етапі проектування, а ось для 
досягнення точності при появі збурень, дію-
чих на об’єкт, потрібні додаткові зусилля, 
включаючи відповідні зв’язки в системі, тобто 
необхідне керування. 

Дійсно, якщо збурення λ(t) не компен-
совано, воно з’явиться в рівнянні замкнутої 
системи: 

).)()()(()()( 1 λpcypapbpbxpa −⋅= −

  (24) 
Тоді, якщо припустити ідеальність опе-

раторів )(1 pb−  та )( pa , то отримаємо відпо-
відне рівняння: ,)()()( λpcpate ⋅= тобто по-
хибка зменшується за рахунок оберненого 
оператора об’єкта, але буде постійно присут-
ня в системі [6, c. 214]. 

Ідею професора Щипанова Г. В. можна 
розвинути, використовуючи знову ж таки рів-
няння об’єкта з метою пошуку закону зміни 
збурення. Якщо його неможливо заміряти без-
посередньо то, враховуючи наслідки його 
впливу, можливо постійно підраховувати за 
виразом 

],)()([)()( 1 ypbxpapct −= −λ        (25) 
при цьому використовуючи раніше знайдений 
закон:  

]}.)()()[()()({)( 11 upbxpapcpcypapbu −−= −−

 

Якщо оператор ,1)( =pc  то вираз набу-
ває вигляду  

),)())((()( *1 upbxypapbu +−= −

     (26) 
тобто отримуємо два зворотних зв’язки: один 
від’ємний по регульованій величині, а другий 
додатній по керуючому впливу (одночасно), 
тобто ця частина закону керування дозволяє 
компенсує вплив збурення. Тоді, додаючи ра-
ніше знайдений закон, отримуємо 

)].)()(()()()[(( 11 epapcpcypapbu x−− −=    (27) 
Якщо збурення відсутнє в рівнянні за-

мкнутої системи, то інваріантність може бути 
досягнута (по проф. Павлову В. В.) [7–8]. 

Заключення. Основні висновки. Про-
ведений системний аналіз відомого матрично-
го рівняння поелементного математичного 
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опису лінійної динамічної системи дає мож-
ливість порівняти його з відомим графічним 
представленням у вигляді графів потоків сиг-
налів (графів Мезона), по якому досить нагля-
дно можливо використати т. зв. вербальне 
представлення про елементарні типи 
з’єднання – паралельного, послідовного та 
зворотно-паралельного.  

Відносно зворотного переходу до мат-
ричного опису існує можливість використати 
відомий перший закон Кірхгофа про вузол 
сигналів (аналогічного закону про алгебраїч-
ного суму струмів вузла) – вона повинна дорі-
внювати нулю, тобто, як наслідок – існує рів-
ність між тим, що надходить до вузла, і тим, 
що виходить із нього[3]. 

В подальшому такий структурований 
опис дає можливість використати його для 
т.зв. структурного – параметричного синтезу 
системи по критеріях оптимальності, інварі-
антності, автономності та ін. [9-11]. 
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SYSTEM ANALYSIS: PROCESSES AND MODELS OF RELATIONSHIPS 
AND INTERACTIONS. LINEAR DINAMIC SYSTEMS 

 
The paper describes approach to developing man-machine language of technical systems re-

searcher using the so-called standardized mathematical (matrix) description of interactions which 
allows forming models of linear dynamic system. 

The apparatus of signal flow graphs theory is used for structured description of compositions 
and relationships between them. 
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