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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ СТАТИЧНИХ ТА КВАЗІСТАТИЧНИХ  

ЕЛЕКТРИЧНИХ ПОЛІВ НАДМАЛОЇ ПОТУЖНОСТІ  

ПІД ПОЛІЕЛЕКТРОДНИМ ЦИЛІНДРИЧНИМ ДАВАЧЕМ 
 

У статті наводяться результати математичного моделювання статичних та квазі-

статичних електричних полів надмалої потужності, яке проводиться шляхом розв‘язання 

системи аналітичних рівнянь, що базуються на диференціальних рівняннях Лапласа. Особливіс-

тю цієї моделі є те, що в ній враховується динаміка зміни електричного поля та його розмірів 

у процесі сканування останнього поліелектродним циліндричним давачем, а також вплив зов-

нішніх кліматичних факторів (температури, відносної вологості) та електромеханічний вплив 

з боку досліджуваної поверхні. На основі проведеного аналітичного моделювання складено 

комп‘ютерну модель, в основу якої покладено метод скінченних елементів, а програмне забез-

печення моделі створено на об'єктно-орієнтованій мові програмування Python 3.10. Розроблена 

модель дозволяє з високою точністю (розбіжність між даними математичної та аналітичної 

моделей не більша 2,15 %, а з експериментально отриманими даними – не перевищує 7,15 %), а 

також у режимі реального часу будувати графіки розподілу напруженості електричного поля 

та електричного заряду, а також визначати діапазони параметрів цих полів, дотримання 

яких не призводить до електричного пробою. 

Ключові слова: математична модель, аналітичне рівняння, поліелектродний циліндрич-

ний давач, електричне поле, напруженість, електричний заряд. 

 

Вступ. Перспективи застосування мік-

роелектронних технологій, що набули знач-

ного розвитку останнім часом, пов’язані з пе-

ревагами сучасних схемотехнічних рішень, 

які реалізуються з використанням таких тех-

нологій: високі технологічність, продуктив-

ність, екологічність та економічність, а також 

можливість інтегрування з іншими спорідне-

ними технологіями точного приладобудуван-

ня та мікросхемотехніки [1]. Проте, незважа-

ючи на усі переваги вищезазначених техноло-

гій, а також виробів, що виготовляються за їх 

допомогою, основною перепоною до подаль-

шого удосконалення таких виробів є змен-

шення їх масово-габаритних характеристик. 

Наслідками такого зменшення габаритів 

електронних схем та пристроїв на їх основі 

разом із застосуванням специфічних матеріа-

лів (сегнето-, п’єзоелектриків, електретів, ме-

таматеріалів тощо) і під впливом зовнішніх 

кліматичних (температура, вологість) та елект-

ромеханічних чинників є виникнення та нако-

пичення в матеріалах цих пристроїв електрич-

них зарядів і полів, створених ними [2]. Ці 

електричні поля, з одного боку, є необхідним 

фізичним явищем, що має місце для будь-

яких електричних пристроїв, і полягають у 

забезпеченні основних їх функцій (електрич-

ної ємності, елементів оперативної пам’яті 

тощо), проте, з другого боку, можуть мати 

негативні впливи як на елементи таких при-

строїв, так і на елементи, які взаємодіють з 

такими електронними пристроями ззовні, на-

приклад, електростатичне притягання мікро-

частинок атмосферної вологи та пилу, в ре-

зультаті чого зменшуються якість та швидко-

дія передавання електричного сигналу (особ-

ливо високочастотного), охолоджувальна та 

електропровідна здатність компонентів схем, 

а також виникає можливість електростатично-

го пробою, що спричиняє електромеханічне 

руйнування електронних мікроелементів і ви-

ведення їх, як наслідок, з ладу [3]. 

При цьому залучення існуючих методів 

та засобів вимірювання електричних полів 

надмалої потужності, які мають місце на по-

верхнях пристроїв мікроелектроніки, обмеже-

не відсутністю належного математичного 

апарату, що дозволило б з достатньою точніс-

тю, швидкодією та надійністю визначати ос-
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новні силові й енергетичні характеристики 

досліджуваних електричних полів. 

Тому питання аналітичного та 

комп’ютерного моделювання статичних і ква-

зістатичних електричних полів надмалої по-

тужності на поверхнях матеріалів різної про-

відності пристроїв мікроелектроніки під полі-

електродним циліндричним давачем з висо-

кою точністю та швидкодією, а також можли-

вістю інтегрування такого математично-

програмного забезпечення в апаратну базу 

інформаційно-вимірювального устаткування є 

актуальним. 

Аналіз наявних досліджень. Дослі-

дженнями електричних полів для визначення 

їх характеристик в електронних пристроях 

займається ряд провідних вітчизняних та за-

кордонних вчених, як-то: С. В. Бірюков, 

В. В. Довгуша, Є. П. Д’яков, О. В. Маслєєва, 

Н. А. Шавріна, Дж. П. Бут, Л. Ценгель, 

Ф. Олендорф, Т. Він та інші [4-7]. Проте, не-

зважаючи на наукові здобутки цих вчених, 

невирішеним досі залишається важливе пи-

тання моделювання електричних полів надма-

лої потужності, що виникають на поверхнях  

мікроелектронних пристроїв з метою встанов-

лення граничних значень цих характеристик, 

перевищення яких призводить до виникнення 

електричного пробою. 

Ще одна причина необхідності моделю-

вання електричних полів надмалої потужності 

на поверхнях пристроїв мікроелектроніки під 

давачами електричного поля полягає у мож-

ливості застосування останніх не лише за нор-

мальних умов, але й в екстремальних кліма-

тичних умовах, природа впливу яких на елект-

ричні поля досі не вивчена. 

У той же час з низки наукових праць ві-

домо [8-10], що одним із найбільш ефектив-

них типів давачів є поліелектродні давачі ци-

ліндричної форми, що дозволяють визначати 

як стаціонарні, так і квазістаціонарні елект-

ричні поля та проводити їх математичне мо-

делювання в полярній системі координат. 

Проте, за даними аналізу наукової літе-

ратури та Інтернет-джерел, авторами зроблено 

висновок про відсутність моделей, що дозво-

ляють досліджувати електричні поля надмалої 

потужності, сформовані на поверхнях фраг-

ментів пристроїв мікроелектроніки під полі-

електродним циліндричним давачем. 

Мета та задачі дослідження. Метою 

роботи є проведення аналітичного та 

комп’ютерного моделювання статичних і ква-

зістатичних електричних полів надмалої по-

тужності на поверхнях матеріалів різної про-

відності під поліелектродним циліндричним 

давачем. 

Для досягнення цієї мети в роботі вирі-

шувалися такі завдання: 

- встановлення основних параметрів і 

факторів при дослідженні електричних полів 

надмалої потужності; 

- постановка і аналітичний розв’язок за-

дачі на визначення розподілу електричної на-

пруженості та електричних зарядів у просторі 

та на поверхні матеріалів; 

- дослідження результатів моделювання 

електричних полів надмалої потужності на 

поверхнях матеріалів різної провідності під 

поліелектродним циліндричним давачем.  

Виклад основного матеріалу 

Аналітичне моделювання розподілу 

електричних полів у просторі та на 

діелектричних поверхнях 

При розрахунку розподілу електричного 

поля по досліджуваній пласкій поверхні 

остання розглядається як напівобмежене 

середовище (висота формування електричного 

поля над поверхнею набагато менша за 

товщину та розміри поверхні зразка) при то-

му, що зразки можуть мати довільну форму. 

При цьому вважаємо, що сканування просто-

ру або заданої ділянки поверхні відбувається з 

використанням давача, запропонованого ав-

тором конструкції. 

Схематична конструкція такого давача, 

що являє собою поліелектродний циліндрич-

ний давач з радіально розташованими 

електродами, кількість яких варіюється від 6 

до 12, наведена на рисунку 1. 

 

 
Рисунок 1. Схематичне зображення  

поліелектродного циліндричного давача  

з радіально розташованими електродами:  

1 – діелектрична циліндрична основа;  

2 – металеві електроди (Au999);  

3 – осердя-ізолятор давача;  

a – довжина електрода,  

d – діаметр перетину торця давача 
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Особливість розробленої математичної 

моделі електричних полів полягає в ураху-

ванні цією моделлю впливу зовнішніх факто-

рів на формування та зміну розподілу елект-

ричних потенціалів цих полів. Як такі зовніш-

ні фактори обрано температуру (Т) і відносну 

вологу () навколишнього середовища,  

а також коефіцієнт електромеханічного впли-

ву (Кем), притаманний значній номенклатурі 

діелектричних матеріалів (сегнето-, 

п’єзоелектрики), що використовуються в еле-

ментній базі мікроелектроніки. 

Ці фактори є незалежними один  

від одного, проте вплив, який вони справля-

ють на електропровідність середовища,  

може бути описаний таким рівнянням [11]:  

 = e
.
n

.
un + e

.
n

.
up, де e = 1,6

.
10

-19
 Кл – елемен-

тарний заряд; n, р – відповідно, концентрації 

носіїв заряду (n – електронів, р – дірок (для 

напівпровідникових матеріалів)); un та up – 

відповідно, рухливість носіїв заряду (електро-

нів: un  T
-3/2

 та дірок:  up  T
-3/2

). 

Тому електропровідність досліджувано-

го середовища залежно від: 

- температури навколишнього середо-

вища (Т): 

 
0

0
3

exp
     

 
T

e n p W
kT

T
  , 

де 0 – базова електропровідність середовища 

за нормальних умов (Т = 273 К); W0 – робота 

виходу заряджених частинок з поверхонь ма-

теріалів (для випадку напівпровідника – ши-

рина забороненої зони); k = 1,38
.
10

-23
 Дж/К – 

стала Больцмана;  

- відносної вологості навколишнього сере-

довища (): 

 0
1exp
1


 


; 

- електромеханічного впливу (Кем): 

11
0

0

4,9

2


   

 
K em es em

r

C
K K K 

  
, 

де Kем – коефіцієнт електромеханічного впли-

ву; Kes – коефіцієнт пружної жорсткості: 

114,9 esK C , С11 – пружна жорсткість ма-

теріалу при постійному електричному полі;  

0 = 8,85
.
10

-12
 Кл

2
/Н

.
м

2
 – діелектрична стала;  

r – діелектрична проникність механічно віль-

ного зразка. 

Узагальнений коефіцієнт електропровід-

ності середовища від впливу зовнішніх фак-

торів, описаних вище, може бути представле-

ний таким чином: 
 

 0

1

1

03




 
 
    
 
 

kT

kT W

es eme K K




  . 

Розглянемо тривимірний випадок у ци-

ліндричній системі координат. При цьому ци-

ліндричні координати r,  та z пов’язані з де-

картовими співвідношеннями cosx r  , 

siny r  , z = z. 

Функція u(х, у, z) перетворюється на 

функцію u( cos , sin ,r z  ). Тут третя змінна z 

залишається незмінною, а у вираз з визначен-

ня двовимірного оператора Лапласа в поляр-

них координатах додається лише друга похід-

на по z [12]: 

2 2 2

2 2 2 2

1 1   
    

   

u u u u
u

r r r r z
. (1) 

Ця функція задовольняє рівнянню Лап-

ласа, тому вона є гармонійною. У кожній за-

дачі, пов’язаній з рівнянням Лапласа, шука-

ний розв’язок виділяється з багатьох гармо-

нійних функцій певною додатковою умовою, 

яка найчастіше є крайовою.  

Отже, рівняння Лапласа має вигляд [13] 

2

3 2

1 1
0

   
  

   

u u
r

r r r r 
, (1) 

де враховано, що 
2

2
0,






u

z
 через циліндричну 

симетрію поля. 

Вирішимо рівняння Лапласа методом 

Фур’є (поділу змінних), який полягає в тому, 

що спочатку знаходиться розв’язок рівняння 

(1) у вигляді [14] 

( , ) ( ) ( ) u r R r  ,  (2) 

де невідомі функції R(r) і Ф() залежать кож-

на лише від однієї змінної (r або ). 

Підставляючи рівняння (2) в рівняння 

Лапласа (1), знаходимо 

2

2 2
0

  
  

 

d dR R d
r

r dr dr r d
.  (3) 

Множенням обох частин цього рівняння 

на r
2
/RФ отримуємо 

2

2

1  
  

 

r d dR d
r

R dr dr d
.  (4) 
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Ліва та права частини рівняння (4) за-

лежать від різних незалежних змінних. Отже, 

рівність може бути дотримана лише в тому 

випадку, коли її ліва та права частини дорів-

нюють окремо тій самій сталій величині. 

Тому вважаємо, що: 

2
2 2

2

1
,

 
   

 

r d dR d
r n n

R dr dr d
,      (5) 

де n
2
 – деяка стала величина.  

Розв’язок рівняння для Ф є очевидним: 

1 2

1 2sin cos


  



B B

A n A n



 
  при   

0

0





n

n
.   (6) 

Розв’язок рівняння для R шукаємо у ви-

гляді ( 0) R Ar  . Підставляючи цей вираз 

у перше з рівнянь (5), отримуємо рівність 


2
 = n

2
,   (7) 

з якої випливає, що  = n. При n = 0 перше з 

рівнянь (5) спрощується до вигляду: 


dR

r const
dr

, розв’язок якого може бути пред-

ставлений функцією R = D1 ln r + D2.  

Отже, остаточний розв’язок рівняння 

(5) може бути представлено у вигляді системи 

1 2

1 1

ln




 


n n

D r D
R

C r C r
  при  

0

0





n

n
.         (8) 

Знаходимо розв’язок задачі (2) за умо-

ви, що u не залежить від r, тобто при n = 0, 

підставивши в систему (8), отримаємо: D1 = 0. 

Тоді з системи (6) отримаємо 1 2( )  u B B  . 

Граничні умови для u мають вигляд: u(0) = 0, 

u(0) = U0, тобто 0 = В2, U0 = B10. Отже,  

u() = U0/0. 

Остаточно напруженість статичного 

електричного поля дорівнює 

0

0

1 
   



Uu
E

r r


 
.    (9) 

В той же час у випадку квазістатичних 

електричних полів (врахувавши, що швидко-

дія зміни потенціалу такого поля v  0), видо-

змінивши рівняння (1) та (1) таким чином: 

2 2 2

2 2 2 2

1 1    
     

    

u u u u v u
u

r r r r z r 
,   (10) 

2

3 2

1 1    
  

    

u v u u
r

r r r r r 
,     (10) 

де v – швидкодія зміни електричного поля,  

v = u/t; і розв’язуючи це рівняння у послі-

довності аналогічно як для стаціонарних полів 

(див. рівняння (2)-(8)) та врахувавши узагаль-

нений коефіцієнт електропровідності середо-

вища від впливу зовнішніх факторів , отри-

маємо рівняння для напруженості квазістаці-

онарного електричного поля: 

 
2

0

2

0

1
1

 
       

 

Uu u u k k
E v

r r t r
  

   
, (11) 

де k = 9.10
9
 м/Ф – електростатична стала;  

 – діелектрична проникність середовища. 

Далі розглядатимемо розрахунки основ-

них силових та енергетичних характеристик 

електричних полів, виходячи з того, що маємо 

справу саме з квазістаціонарними електрични-

ми полями (для випадку стаціонарних полів 

будемо враховувати в цих рівняннях, що v = 0). 

Поверхнева густина зарядів на плас-

тинах: 

   0 0
0

0

1 1      a

U
E v v

r


   


.  (12) 

Заряд на кожному з електродів (за мо-

дулем), розподіленому по довжині L, виража-

ється формулою 

 

 0 0

0

1

1 ln .

 
    

 

 
     


b

a

Q L v dr

L U b
v L

a

 






       (13) 

Розроблення комп’ютерної моделі ви-

значення електричних полів надмалої по-

тужності під впливом зовнішніх факторів 

Для розв’язку поставленої математичної 

задачі (визначення розрахункових значень 

силових та енергетичних характеристик елект-

ричних полів) було написано спеціалізований 

програмний продукт на інтерпретованій 

об’єктно-орієнтованій мові програмування 

Python 3.10, який може бути легко інтегрова-

ний в апаратні засоби інформаційно-

вимірювальної системи. Бібліотеки цієї мови 

містять спеціалізовані інструменти для мате-

матичних розрахунків, за допомогою яких 

можна ефективно та з високою точністю про-

водити моделювання різноманітних процесів 

та явищ, зокрема в електростатиці та електро-

динаміці [15]. 
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За допомогою цієї програми було про-

ведено моделювання відповідно до складеної 

вище математичної моделі для розрахунку 

параметрів статичних і квазістатичних елект-

ричних полів (рисунок 2).  

 

 

Рисунок 2. Фрагмент лістингу та результатів 

розрахунку математичної задачі на об’єктно-

орієнтованій мові програмування Python 3.10 

 

Алгоритм розрахунку математичної мо-

делі в Python 3.10 зображено на рисунку 3, 

послідовність якого полягає в наступному. 

1) Обираються вихідні параметри ви-

мірювальної системи (кількість електродів, 

габарити давача, початкові енергетичні пара-

метри системи – залишковий поверхневий 

потенціал, швидкість зміни електричного по-

ля в просторі та часі) та встановлюються сталі 

величини (діелектричні сталі, електричні та 

механічні характеристики матеріалів і середо-

вищ досліджуваних поверхонь).  

2) Проводиться розрахунок розподілу 

напруженості однорідного електричного поля 

під давачем та між його електродами. 

3) Проводиться розрахунок заряду (за 

модулем) під давачем між кожним з його елек-

тродів по довжині. 

4) Проводиться корекція розподілу 

заряду під давачем (шляхом перерахунку роз-

поділу цих зарядів із циліндричних в декарто-

ві координати). 

 
Рисунок 3. Алгоритм розрахунку математичної 

моделі динамічних та квазістатичних  

електричних полів надмалої потужності 

Початок 

Визначення сталих 

величин (0, C11, k, 

Kem, T, ...) 

Визначення складових провідності 
поверхні від зовнішніх параметрів 

середовища (температури (Т), від-

носної вологості () та електро-

механічного коефіцієнта (ЕМ))  

Розрахунок узагальненої провідності 
від впливу зовнішніх факторів: 

 = Т +  + ЕМ 

 

Розрахунок розподілу напруженості 
однорідного електричного поля  

під давачем: 

   0
0

0

, 1   
U k

E U r v
r


 

 

Розрахунок розподілу напруженості 

поля між електродами давача  

по довжині електрода за різних кутів 

між ними: 

   0
0

0

, 1   
U k

E r v
r

 
 

 

Розрахунок розподілу заряду поля  

між електродами (в полярній СК): 
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Корегування розподілу заряду поля  
між електродами (в декартовій СК): 
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Кінець 

Збереження розрахо-

ваних даних  

на зовнішньому  

носії 
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5) Здійснюється розрахунок поверх-

невої електричної ємності під давачем. 

6) Встановлюється градуювальна ха-

рактеристика поліелектродного циліндрично-

го давача з радіальними електродами. 

7) Створюється геометрична модель 

поверхні досліджуваного зразка з відповідни-

ми розмірами поверхневих елементів і струк-

тур, а також давача. 

8) Проводиться розбиття об’єкта на 

кінцеві елементи, враховуючи необхідну точ-

ність розрахунку. 

9) Наводяться результати розв’язання 

математичної задачі. Перед початком розра-

хунку необхідно врахувати час проведення 

одного циклу вимірювання (залежно від висо-

ти простору над досліджуваним зразком). Час 

обирається в діапазоні від 0 до 1 с, з інтерва-

лом 40 мс. Також необхідно вказати відносну 

точність визначення параметрів електричного 

поля, яка становить 2,5 %. 

Результати досліджень. За результата-

ми роботи розробленої програми було про-

аналізовано розподіл електричних полів на 

поверхнях різноманітних виробів мікроелект-

роніки, отриманий аналітично та в результаті 

комп’ютерного моделювання. 

Результати аналізу зображені у вигляді 

графіків залежностей напруженості електрич-

ного поля (рисунок 4) та електричного заряду 

(рисунок 5) по висоті від досліджуваної по-

верхні, побудованих за аналітичними форму-

лами (11), (13) та за допомогою розробленої 

програми. 

Обговорення результатів. Як можна 

побачити з графіка залежності напруженості 

електричного поля Е від поверхневого потен-

ціалу U0 за різних кутів  між електродами 

давача, що проводить вимірювання на кремні-

євій пластині з рівномірно розподіленим по її 

поверхні електричним зарядом (рисунок 4, а), 

збільшення поверхневого потенціалу з одно-

часним зменшенням відстані від місця визна-

чення напруженості до центра вимірювально-

го давача (вздовж вимірювального електроду) 

веде до гіперболічного збільшення напруже-

ності електричного поля (при цьому знак век-

тора напруженості вказує на те, що поверхне-

вий заряд досліджуваної поверхні є меншим 

за значенням, аніж заряд на електродах само-

го давача).  

 

а) 

 

 

б) 

Рисунок 4. Графіки залежності напруженості 

поля від поверхневого потенціалу по довжині 

електрода за різних кутів між електродами (а) 

та між електродами давача по довжині елект-

рода за різних кутів між ними (б), отримані мо-

делюванням у розробленому програмному про-

дукті та аналітично (); виріб – фрагмент крем-

нієвої пластини з рівномірно розподіленим по її 

поверхні електричним зарядом, 1 – α = 60 град 

(n = 6), 2 – α = 45 град (n = 8), 3 –  

α = 30 град (n = 12) 

 

Таке різке зростання (за модулем) на-

пруженості електричного поля пов’язане, на 

думку автора, з радіальним розташуванням 

електродів давача, коли відстань між ними 

зменшується у міру наближення до центру 

давача. В той же час, розглянувши графік за-

лежності напруженості поля Е від поверхне-

вого потенціалу U0, яка виникає між окреми-

ми електродами давача (рисунок 4, б), можна 

спостерігати рівномірний розподіл напруже-

ності (що відповідає рівномірно розподілено-

му по поверхні заряду). 
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а) 

 

 
б) 

Рисунок 5. Отримані математичним моделю-

ванням (а) та скореговані (б) залежності розпо-

ділу заряду поля від поверхневого потенціалу 

по висоті електрода за різних кутів між елект-

родами: отримані моделюванням у розроблено-

му програмному продукті та аналітично (); 

виріб – фрагмент кремнієвої пластини з рівно-

мірно розподіленим по її поверхні електричним 

зарядом, 1 – α = 60 град (n = 6), 2 – α = 45 град  

(n = 8), 3 – α = 30 град (n = 12) 
 

Як можна побачити з графіка залежнос-

ті розподілу заряду поля від поверхневого по-

тенціалу по висоті електрода за різних кутів  

між електродами давача, що проводить вимі-

рювання на кремнієвій пластині з рівномірно 

розподіленим по її поверхні електричним за-

рядом (рисунок 5, а), збільшення поверхнево-

го потенціалу з одночасним збільшенням від-

стані від досліджуваної поверхні до робочої 

поверхні вимірювального давача веде до 

майже лінійного збільшення електричного 

заряду. Таке зростання пов’язане з формою 

розподілу вектора електричної напруженості 

(див. рисунок 4): при збільшенні чисельного 

значення цього вектора (за модулем) залежно 

від відстані до досліджуваної поверхні збіль-

шується і заряд, який визначається в цій точці 

поля. В той же час, розглянувши графік залеж-

ності розподілу заряду поля від поверхневого 

потенціалу по висоті електрода в декартовій 

системі координат (рисунок 5, б), можна спо-

стерігати більш рівномірний розподіл заряду 

поля від поверхневого потенціалу по висоті 

електродів за різних кутів між ними. 

Таким чином, із залученням мови про-

грамування Python 3.10 розроблено динамічну 

комп’ютерну програму визначення електрич-

них полів надмалої потужності під впливом 

зовнішніх факторів, яка дозволяє з високою 

точністю (розбіжність між результатами ма-

тематичного моделювання й експерименталь-

но отриманими даними становить 2,2-7,15 %) 

та в режимі реального часу візуалізувати роз-

поділ електричного поля, а також визначати 

діапазони силових та енергетичних парамет-

рів такого поля, дотримання яких не призво-

дить до електричного пробою. 

Висновки. Проведене аналітичне моде-

лювання статичних та квазістатичних елект-

ричних полів надмалої потужності ґрунтуєть-

ся на розв’язанні системи аналітичних рів-

нянь, в основі яких лежать диференційні рів-

няння Лапласа, що враховують динаміку змі-

ни електричного поля та їх розмірів під полі-

електродним циліндричним давачем, а також 

вплив зовнішніх факторів (температури, від-

носної вологості, електромеханічного впливу 

на та з боку поверхні).   

Із залученням спеціально розробленого 

програмного забезпечення на об’єктно-

орієнтованій мові програмування Python 3.10 

розроблено динамічну комп’ютерну модель 

визначення електричних полів надмалої по-

тужності під впливом зовнішніх факторів в 

просторі та з часом. Така модель дозволяє з 

високою точністю (розбіжність між даними, 

отриманими в результаті математичного мо-

делювання, та експериментально отриманими 

даними не перевищує 7,15 %) та в режимі ре-

ального часу візуалізувати розподіл електрич-

ного поля, а також визначати діапазони сило-

вих (напруженості електричного поля) та енер-

гетичних (розподілу поверхневого заряду) 

параметрів такого поля, дотримання яких не 

призводить до електричного пробою.  

Наукова новизна: в результаті проведе-

ного моделювання вперше отримані матема-

тичні закономірності впливу змін параметрів 

статичних та квазістатичних електричних по-

лів (швидкості зміни форми та положення та-

ких полів у часі та просторі) та змін зовнішніх 

факторів (температури, відносної вологості, 
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електромеханічного впливу) на силові й енер-

гетичні характеристики електричних полів 

мікроелектронних пристроїв, що дозволяє з 

високою точністю та адекватністю визначати 

критичні значення цих параметрів, переви-

щення яких призводить до електричного про-

бою та руйнування компонентів таких мікро-

електронних пристроїв. 
Практична значущість можливостей 

розробленої моделі, а також програмного засо-
бу для її реалізації полягає в експериментально 
підтверджених результатах розрахунку основ-
них силових і енергетичних параметрів елект-
ричного поля, що підтверджують високу точ-
ність та оперативність такого моделювання, а 
використання сучасної мови програмування 
Python 3.10 дозволяє гнучко інтегрувати таке 
програмне забезпечення в апаратну частину 
інформаційно-вимірювальної системи. 

У подальших дослідженнях планується 
змоделювати та дослідити процес виникнення 
та просторово-часових змін динамічних елект-
ричних полів над поверхнями різної електро-
провідності під поліелектродним циліндрич-
ним давачем. 
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MATHEMATICAL MODEL OF STATIC AND QUASI-STATIC ELECTRIC FIELDS  

OF ULTRA-LOW POWER UNDER A POLYELECTRODE CYLINDRICAL TRANSDUCER 

 
The article has established that the simulation of static and quasi-static electric fields of ultra-

low power on the surfaces of materials of different conductivity of microelectronic devices with the 
possibility of integration into the hardware base of the information and measurement equipment cre-
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ated on the basis of such mathematical software modeling is an actual issue. Therefore, the main goal 
of this article is to carry out analytical and computer modeling of static and quasi-static electric fields 
of ultra-low power on the surfaces of materials of different conductivity under a polyelectrode cylin-
drical transducer. The results of mathematical modeling of static and quasi-static electric fields of 
ultra-low power, which is carried out by solving a system of analytical equations based on Laplace's 
differential equations, are presented. The peculiarity of this model is that it takes into account the dy-
namics of changes in the electric field and its dimensions in the process of scanning the latter by a 
polyelectrode cylindrical transducer, as well as the influence of external climatic (temperature, rela-
tive humidity) factors and electromechanical influence on the part of the investigated surface. On the 
basis of the performed analytical modeling, a computer model has been created based on the finite 
element method, and the model software has been created using the Python 3.10 object-oriented pro-
gramming language. The developed model allows with high accuracy (the difference between the data 
of mathematical and analytical models does not exceed 2.15%, and with the experimentally obtained 
data - does not exceed 7.15%), as well as in real time, to build the distribution graphs of the intensity 
of electric field and electric charge, as well as to determine the parameter ranges of these fields, com-
pliance with which does not lead to an electric breakdown. The scientific novelty of the article is that, 
for the first time, as a result of mathematical modeling, mathematical regularities of the influence of 
changes in the parameters of static and quasi-static electric fields of microelectronic devices (speed of 
changes in the shape and position of such fields in time and space), as well as changes in external fac-
tors on the power and energy characteristics of these fields are obtained. This makes it possible to 
determine with high accuracy and adequacy the critical values of such parameters, the excess of 
which leads to electrical breakdown and destruction of components of micro-electronic devices. The 
practical significance of the capabilities of the developed model, as well as the software tool for its 
implementation, lies in the experimentally confirmed results of calculating the main force and energy 
parameters of the electric field. In further research, it is planned to simulate and investigate the pro-
cess of emergence and spatio-temporal changes of dynamic electric fields over surfaces of different 
electrical conductivity under a polyelectrode cylindrical transducer. 

Keywords: mathematical model, analytical equation, polyelectrode cylindrical transducer, elec-

tric field, electric tension, electric charge. 
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