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ВСТУП 

 

Векторна оптимізація — це розділ математичної оптимізації, що займається 

задачами, у яких необхідно одночасно враховувати декілька критеріїв (цільових 

функцій). Такі задачі часто виникають у різних сферах науки, техніки, 

економіки, коли потрібно досягти компромісу між суперечливими цілями. 

Особливості багатокритеріальної оптимізації 

• Непорівнянність розв’язків: у багатокритеріальних задачах часто 

виникають ситуації, коли жодний розв’язок не є кращим за інший за всіма 

критеріями, що створює ефект непорівнянності. 

• Нормалізація критеріїв: оскільки частинні критерії можуть мати різні 

одиниці вимірювання, їх приводять до єдиного масштабу для коректного 

порівняння. 

• Вибір принципу оптимальності: необхідно визначити правило, за яким 

один розв’язок вважається кращим за інший, що є складною задачею через 

різноманітність цілей і критеріїв. 

• Врахування пріоритетів: деякі критерії можуть мати більшу важливість, 

що враховується під час вибору оптимального розв’язку. 

Методи розв’язання 

• Скаляризація: зведення багатокритеріальної задачі до однокритеріальної 

внаслідок агрегування частинних критеріїв (наприклад, адитивна чи 

мультиплікативна згортка). 

• Пошук Парето-оптимальних розв’язків: виділення множини розв’язків, які 

не домінуються іншими, тобто не можна покращити один критерій без 

погіршення інших. 

• Апроксимація фронту Парето: використання чисельних методів та 

сіткових процедур для побудови наближення множини Парето-оптимальних 

розв’язків. 

Векторна оптимізація є важливим інструментом для розв’язання реальних 

задач, де необхідно враховувати декілька суперечливих цілей. Вона широко 

використовується у: 

• економіці (розподіл ресурсів, інвестування) 

• інженерії (оптимізація конструкцій) 

• логістиці (маршрутизація, розподіл вантажів) 

• управлінні проектами (балансування вартості, часу та якості) 

Посібник має на меті ознайомити читача з основними поняттями, методами 

та інструментами векторної оптимізації, а також сформувати практичні навички 

розв’язання багатокритеріальних задач у різних сферах діяльності. 

В посібнику детально розглядаються окремі теоретичні положення 

навчальних дисциплін «Оптимізація прийняття рішень у техніці», «Математичне 

моделювання процесів і систем та методи їх оптимізації» та формуються у 

здобувачів вміння та навички їх практичного застосування шляхом 

індивідуального виконання завдань. 
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Завдання розраховані для здобувачів галузі знань G, які опановують 

навчальні компоненти. 

В системі дистанційної освіти ЧДТУ з дисциплін «Оптимізація прийняття 

рішень у техніці» https://moodle.chdtu.edu.ua/course/view.php?id=53, 

«Математичне моделювання процесів і систем та методи їх оптимізації» 

http://fet.moodle.chdtu.edu.ua/course/view.php?id=18 є електронна версія цього 

посібника. Також наведені тестові завдання для самоконтролю до кожної теми 

відповідного змістового модулю. Після вивчення відповідного теоретичного 

лекційного матеріалу здобувач самостійно проходить тест-самоконтроль, 

отримує відповідну кількість балів, та аналізує свій рівень знань і може 

виконувати тестування необмежену кількість разів. 

  

https://moodle.chdtu.edu.ua/course/view.php?id=53
http://fet.moodle.chdtu.edu.ua/course/view.php?id=18
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1. РОЗВ'ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ВЕКТОРНОЇ 

ОПТИМІЗАЦІЇ 

 

1.1 Поняття оптимальності в багатокритеріальних задачах і схеми 

компромісу 

 

1.1.1 Постановка задачі багатокритеріальної оптимізації 

 

Задачі оптимізації, у яких є не одна, а кілька цільових функцій (критеріїв), 

дістали назву багатокритеріальних задач оптимізації. 

Критерії ( ), 1, 2, ,iF X i m= , утворюють векторний критерій 

( ) ( )1 2, , , mF X F F F= . Тому часто також використовується термін "векторна 

оптимізація". 

Нехай 
1X D , тоді 

( )1 1F X  - частинна оцінка розв’язок 
1

X  за 1-м критерієм або критерієм F1; 

( )2 1F X  - частинна оцінка розв’язок 
1

X  за 2-м критерієм або критерієм F2; 

( )1тF X  - частинна оцінка розв’язок 
1

X  за m-м критерієм або критерієм Fm; 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1, , , mF X F X F X F X=  - векторна оцінка для розв’язку 
1

X . 

Для пояснення сутності задач використовують геометричну інтерпретацію, 

пов'язану з уведенням n - мірного простору En - простору змінних і m - мірного 

простору Em - критеріїв. Кожній точці простору En і Em  відповідають вектори 

таX Y .  

Отже, допустимій області D, яку назвемо образом, можна поставити у 

відповідність деяку множину оцінок. Цю множину будемо позначати YD і її 

називатимемо критеріальним простором або областю критеріїв (областю 

оцінок), тобто ( )DY F D=  - прообраз множини D. 

Сформулюємо задачу багатокритеріальної оптимізації. Вона має вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2min min , , , mF X F X F X F X= . 

Наприклад, задача багатокритеріальної оптимізації може бути 

сформульована так: у квадраті  1 21 1, 1 1D x x= −   −    задано два критерії 

2 2

1 1 2 1 2( , ) 4 ,F x x x x= + 2 2

2 1 2 1 21 1F (x ,x )=(x ) (x ) ,+ + −  які необхідно мінімізувати. 

Теоретично можна уявити випадок, коли на множині D виявиться одна 

альтернатива (розв’язок), у якій усі m критеріїв набувають найменших значень; 

вона і є найкращою. Однак на практиці такі випадки майже не трапляються, і 

виникає питання розв'язання задачі вибору. Як правило, частинні критерії 
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суперечливі, тобто зменшення одного критерію веде до збільшення інших 

критеріїв і спостерігається конфлікт критеріїв. 

 

1.1.2 Проблеми розв'язання задач багатокритеріальної оптимізації 

 

Під час розроблення методів розв'язання задач векторної оптимізації 

доводиться розв'язувати специфічні проблеми. Розглянемо ці проблеми 

докладніше. 

Непорівнянність розв’язків. Основна складність логічного аналізу 

багатокритеріальних задач полягає в тому, що в них, на відміну від 

однокритеріальних задач, з'являється ефект непорівнянності розв’язків.  

Розглянемо приклад. Множина D складається з чотирьох можливих 

розв’язків 
1 2 3 4
, , ,X X X X . Кожному розв’язку відповідають певні значення 

критеріїв F1 і F2 (критерії мінімізуються). Нехай є такі векторні оцінки: 

( ) ( )1 2; 4F X = , ( ) ( )2 3; 5F X = , ( ) ( )3 5; 2F X = , ( ) ( )4 2; 3F X = , де значення, 

наведені в дужках, є оцінками розв’язків за критеріями F1 і F2. Варіант 
1

X  кращий 

за варіант 
2X . Варіанти 

1
X  і 

3X  непорівнянні між собою, варіант 
1

X  кращий за 

першим критерієм, але гірший за другим. Варіант 
1

X  гірший за варіант 
4X . 

Варіанти 
3X  і 

4X  непорівнянні між собою, варіант 
4X  кращий за першим 

критерієм за варіант 
3X , але гірший за другим. У результаті розв'язання 

отримали два недоміновані (такі, що не поліпшуються) розв’язки 
3X  і 

4X . 

Непорівнянність розв’язків є формою невизначеності. Вибір між 

непорівнянними розв’язками є складною концептуальною проблемою і 

становить основний зміст багатокритеріальної оптимізації. 

Нормалізація критеріїв. Оскільки частинні критерії мають різний фізичний 

зміст, тобто вимірюються в різних одиницях; масштаби їхні не співвимірні, тому 

неможливе порівняння якості отриманих результатів за кожним критерієм. 

Операція приведення масштабів частинних критеріїв до єдиного, зазвичай 

безрозмірного, має назву нормалізації критеріїв. 

Після нормалізації частинних критеріїв векторні критерії набувають деяких 

корисних властивостей. Головна з них - будь-яка перестановка частинних 

критеріїв призводить до векторної оцінки, яка входить до множини векторних 

оцінок (значень вихідної векторної оцінки).  

Вибір принципу оптимальності, тобто потрібно визначити правило, яке дало 

б змогу сказати, який розв’язок кращий. Вибір принципу оптимальності - 

основна проблема векторної оптимізації. Формально описати принцип 

оптимальності (критерії "правильності розв’язку") - виявляється складним. 

По-перше, об'єкти, які розглядає теорія оптимізації, настільки різноманітні, 

що встановити єдині принципи оптимальності для всіх класів задач не є 

можливим. 

По-друге, цілі розв'язуваних задач, як правило, різні і часто протилежні. 
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По-третє, критерії правильності розв'язання залежать не тільки від 

характеру задачі, її мети тощо, а й від того, наскільки неупереджено вони обрані.  

По-четверте, труднощі вибору розв’язку можуть ховатися і в самій 

постановці задачі, якщо потрібне досягнення нереальних результатів.  

Врахування пріоритету критеріїв. Зазвичай із фізичного змісту задачі 

випливає, що окремі критерії мають різну важливість під час розв'язання задачі, 

тобто один окремий критерій має якийсь пріоритет над іншим частинним 

критерієм. Це слід враховувати під час вибору принципу оптимальності та 

визначення області можливих розв’язків, віддаючи перевагу важливішим 

критеріям. 

Обчислення оптимуму задачі векторної оптимізації. Розвиток методів 

розв'язання задач векторної оптимізації йде, в основному, за трьома напрямками: 

1. Заміна векторного критерію скалярним критерієм, тобто перехід до 

однокритеріальної задачі оптимізації; 

2. Послідовне розв'язання скінченної множини однокритеріальних задач; 

3. Звуження множини D з подальшим безпосереднім вибором 

оптимального розв’язку. 

Для загальної задачі багатокритеріальної оптимізації не існує єдиного 

розв’язку. Розв’язок залежить від вибору принципу оптимальності, тобто 

частинні постановки задачі, що мають єдиний розв’язок, які призводять до 

різних результатів. Тому ОПР (особа, яка приймає рішення) на основі 

використання оптимізаційних методів має з найбільшою увагою ставитися 

насамперед до постановки задачі, до того, якою мірою саме така постановка 

відповідає проблемі, яка стоїть перед ним. 

 

1.1.3 Оптимальність за Парето  

 

Наріжним поняттям у багатокритеріальній оптимізації є Парето-

оптимальна (недомінована) альтернатива, тому що пошук прийнятної 

("оптимальної") альтернативи, яка є розв'язанням багатокритеріальної задачі, 

слід виконувати на множині недомінованих альтернатив. Отже, у множину 

Парето входять усі розв’язки, недоміновані іншими розв’язками. Саме тому так 

актуальними є методи, що дають змогу виділяти підмножини Парето-

оптимальних альтернатив із множини можливих альтернатив. 

Для задачі пошуку Парето-оптимальних розв’язків на множині можливих 

значень векторного критерію запровадимо відношення частинної 

впорядкованості, яке називається домінуванням за Парето, за якого (1) (2)F F  

тоді, коли для всіх 1,i m=  виконується умова (1) (2)

i iF F , і хоча б для одного i – 

умова (1) (2)

i iF F . Це правило дозволяє ввести відношення домінування на 

множині D, за якого 
1 2

X X  тоді, коли 
1 2

( ) ( )F X F X .  

Розв’язок 
1X D  називається Парето-оптимальним, якщо не існує 

розв’язку 
2

X D  такого, щоб виконувалася умова 
1 2

X X . Очевидно, тоді у 
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складі множини D немає сенсу зберігати розв’язок 
2X , воно витісняється (або, як 

кажуть, "домінується") розв’язком 
1

X . Якщо розв’язок не домінований жодним 

іншим розв’язком, то воно називається недомінованим або оптимальним у 

сенсі Парето. Унаслідок такої процедури відкидання заздалегідь непридатних, 

невигідних розв’язків множина D зазвичай сильно зменшується: у ній 

зберігаються тільки так звані ефективні (інакше "паретівські") розв’язки, 

характерні тим, що ні для жодного з них не існує домінуючого розв’язку. 

Множина Парето-оптимальних розв’язків називається множиною Парето, яку 

позначимо P, P D . Слід зазначити, що елементи множини P попарно 

непорівнянні між собою. Оптимальність за Парето означає, що не можна далі 

поліпшувати значення одного частинного критерію, не погіршуючи при цьому 

хоча б одного з інших. 

Очевидно, що в узагальненому сенсі визначення оптимальності можна 

трактувати як опис (виділення) у множині D деякої нової підмножини P , тобто 

деяке звуження D до P D  . Залежно від характеру опису, підмножина P може 

виявитися порожньою, складатися з одного елемента, містити більше одного 

елемента. Опис P можна проводити або тільки за допомогою критеріїв Fi , або 

використовувати додаткові умови. 

Приклад 1. Дано задачу багатокритеріальної оптимізації: 

( )

( )

( )

1 1 2

2 1 2

3 1 2

2 max,

2 max,

3 max,

F X x x

F X x x

F X x x

= − +  →

=  + →

= −  →

 

з такими обмеженнями: 

1 2

1

2

6,

1 3,

1 4

x x

x

x

+ 

 

  

 

Знайти безліч розв’язків, оптимальних за Парето. 

 

Очевидно, у цій задачі множина Парето збігається з областю допустимих 

розв’язків (рис. 1.1). 

Візьмемо будь-яку точку множини допустимих розв’язків. Під час руху 

вправо значення критеріїв ( )2F X  і ( )3F X  збільшується, але значення критерію 

( )1F X  зменшується. Під час руху вліво значення критеріїв ( )2F X  і ( )3F X  

зменшується, але значення критерію ( )1F X  збільшується. Якщо зсуватися вище, 
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то значення критеріїв ( )1F X  і ( )2F X  збільшаться, але значення критерію ( )3F X  

зменшиться. Якщо зсунутися нижче, то значення критеріїв ( )1F X  і ( )2F X  

зменшаться, але значення критерію ( )3F X  збільшиться. 

 
Рис.1.1 - Множина Парето, що збігається з множиною допустимих 

розв’язків 

 

Отже, жодна з точок множини допустимих розв’язків не домінується 

іншими, тобто всі допустимі точки оптимальні за Парето. 

Рис.1.2 ілюструє типові варіанти того, який вигляд має множина Парето в 

разі опуклої та невипуклої множини допустимих розв’язків (оптимальні за 

Парето розв’язки виділено жирним). 

 
Рис.1.2 - Варіанти конфігурації множини Парето: а) опукла множина 

допустимих розв’язків; б) невипукла множина допустимих розв’язків 
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Якщо цільова функція - це векторна функція векторного аргументу і 

кожному малому значенню змінних Х  відповідає мала зміна кожного критерію, 

то критеріальний простір - це область із внутрішніми точками і границею (не 

обов'язково замкнута). Нехай є тільки два критерії ( )1 maxF X →  та 

( )2 maxF X → . 

Розглянемо область можливих значень критеріїв (рис. 1.3). Точки, що 

лежать на одній вертикалі або на одній горизонталі завжди, безумовно, 

порівняльні (точки 1, 2, 3).  

 
Рис.1.3 - Область можливих значень критеріїв 

 

Виходить, що всі внутрішні точки можна відсіяти. Дуга АВ складається з 

найкращих точок за критерієм ( )2F X  . Але частину точок дуги АВ, а саме точки 

дуги АС можна відкинути, оскільки вони гірші за точки СВ. Тому точками 

множини Парето будуть точки, що знаходяться на дузі СВ. Під час аналізу 

характерними є точки торкання вертикалей і горизонталей до області критеріїв 

(точки А, В, С, D). 

 

Приклад 2. Проілюструємо прийом виділення паретівських розв'язків на 

прикладі задачі з двома критеріями ( )1 maxF X →  і ( )2 maxF X → . Множина D 

складається з 11-ти можливих розв’язків. Кожному розв’язку відповідають певні 

значення показників F1 і F2 . Нехай є такі векторні оцінки: ( ) ( )1 2; 4F X = , 

( ) ( )2 3; 5F X = , ( ) ( )3 3; 3F X = , ( ) ( )4 5; 2F X = , ( ) ( )5 4; 3F X = , ( ) ( )6 1; 3F X = , 

( ) ( )7 2; 3F X = , ( ) ( )8 3; 2F X = , ( ) ( )9 2; 2F X = , ( ) ( )10 3;1F X = , ( ) ( )11 2;1F X = .  

Векторні оцінки результатів представимо точками координатної площини 

(по осі абсцис відкладаємо значення критерію F1, а по осі ординат - значення 

критерію F2). Використовуємо принцип оптимальності за Парето для виділення 

ефективних розв’язків. Розв’язок 
1

Х  витісняється розв’язком 
2Х , розв’язок 

2Х  

кращий за розв’язок 
3,Х  

7Х , 
8Х , 

9Х , 
10

Х  і 
11

Х . Розв’язок 
4Х  за першим 
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критерієм кращий за розв’язок 
5Х  , а за другим навпаки, тобто маємо не 

покращувальні розв’язки, і т.д. Після проведеного аналізу залишилися три 

розв’язки 
2Х , 

4Х , 
5Х  оптимальних за Парето. 

З рисунка видно, що ефективні точки лежать на правій верхній границі 

області можливих розв’язків. 

 
Рис.1.4 - Множина Парето 

 

Коли з множини можливих розв’язків виділено ефективні, вибір може 

здійснюватися вже в границях цієї "ефективної" множини. На рис.1.4 множину 

Парето утворюють три розв’язки 
2Х , 

4Х , 
5Х  ; з них 4Х


 кращий за критерієм F1 

, а розв’язок 
2Х  за критерієм F2 . Справа ОПР, вибрати той варіант, який для 

нього кращий і "прийнятний" за обома критеріями. 

У разі, коли множина Парето є безперервною, її векторні оцінки 

"заповнюють" деяку область P на площині й отримуємо зображення, аналогічне 

зображеному на рис. 1.5. У цьому разі множина Парето-оптимальних оцінок 

(зображена жирною лінією) являє собою частину границі області, яка має назву 

фронту Парето, що відповідає мінімізації частинних критеріїв. У разі неопуклої 

області її Парето-оптимальна границя може мати більш екзотичний вигляд, 

наприклад, складатися з окремих ліній та/або точок. Для цього прикладу (у разі, 

якщо критерії максимізуються) - це правий пік. 
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Рис.1.5 - Простір оцінок і фронт Парето 

 

Виділення множини Парето багатокритеріальної задачі оптимізації часто не 

є остаточним розв’язком. Це пов'язано з тим, що за доволі великої вихідної 

множини варіантів множина Парето виявляється достатньо великою для того, 

щоб ОПР була б у змозі здійснити вибір самостійно. Отже, виділення множини 

Парето можна розглядати лише як попередній етап оптимізації й актуальною є 

проблема подальшого скорочення цієї множини. 

Методи паретової границі (фронту Парето) розв'язання задач векторної 

оптимізації ґрунтуються на апроксимації границі Парето та інформуванні ОПР 

щодо неї. При цьому ОПР не ставлять запитань про його переваги. Від ОПР 

вимагається вказати найкращу точку границі Парето вже після вивчення 

інформації про границю. Завдяки цьому процес призначення найкращої точки 

границі Парето може бути розділений у часі з вивченням границі. Часто 

використовують чисельні методи отримання множин Парето. У множині D 

вводиться деяка сітка з числом вузлів N, наприклад, координати якої 

визначаються за допомогою датчика випадкових чисел, розподілених за 

рівномірним законом. Потім обчислюють значення векторного критерію ( )F X  

у точках цієї сітки, після чого за кінцеву кількість порівнянь, використовуючи 

функцію вибору за Парето, будують множину Парето на зазначеній сітці, яка за 

великого N є наближенням множини Парето щодо D. 

Особливий інтерес для практики становить випадок задач із двома 

критеріями. У цьому випадку множина паретівських точок являє собою 

одновимірне різноманіття на площині й допускає зручне графічне 

представлення. 

Множину паретівських точок у двовимірному просторі критеріїв називають 

компромісною кривою (КК). 

Приклад 3. У квадраті  1 21 1, 1 1D x x= −   −    задано два критерії 

2 2

1 1 2 1 2( , ) 4 ,F x x x x= +
2 2

2 1 2 1 21 1F (x ,x )=(x ) (x ) ,+ + −  які необхідно мінімізувати. 
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Визначимо мінімуми функцій F1 і F2 . Абсолютні мінімуми розташовані в 

точках (0,0) і (-1,1) і належать D. Побудуємо графіки паретівських кривих у 

області D і просторі критеріїв (рис. 1.6 і 1.7). 

 
Рис.1.6 - Область D і множина P 

 

 
Рис.1.7 - Компромісна крива 

 

1.2 Скаляризація векторного критерію агрегуванням частинних 

критеріїв за допомогою згортки 

 

Одним із найпростіших способів розв'язання задачі оптимізації в 

багатокритеріальній постановці є метод скалярної згортки частинних критеріїв 

оптимальності. За такого підходу розв'язання багатокритеріальної задачі 

оптимізації вдається звести до розв'язання однокритеріальної задачі шляхом 

агрегування частинних критеріїв. Для цих цілей на практиці найчастіше 

використовують лінійну (адитивну): 
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1

m

i i

i

f F
=

=       (1.1) 

або степенева (мультиплікативна) згортка: 

1

i

m

i

i

f F


=

= ,      (1.2) 

де m - кількість частинних критеріїв, застосованих у задачі оптимізації. 

Під час проведення оптимізації з використанням розглянутого підходу 

пріоритет частинних критеріїв вдається задавати, змінюючи чисельні значення 

вагових коефіцієнтів 
i  і 

i . Для визначеності, найчастіше вважають, що сума 

вагових коефіцієнтів дорівнює одиниці. Однак слід підкреслити складність, що 

виникає під час вибору величини вагових коефіцієнтів і задавання пріоритету 

частинних критеріїв. Крім адитивного та мультиплікативного критеріїв, широке 

застосування також знайшли узагальнений логічний критерій оптимальності, 

середньостепеневий критерій оптимальності та інші. 

Узагальнений логічний критерій задається у формі: 

max{ }i i
i

f F= , 1,i m=     (1.3) 

і дає змогу мінімізувати найбільший зі зважених частинних критеріїв. У 

середньостепеневому узагальненому критерії в цільовій функції застосовується 

згортка: 
1/

1

1
p

m
p

i i

i

f F
m


=

 
=  
 
 , 0p  .  (1.4) 

З огляду на те, що частинні критерії можуть бути пов'язані з різними 

характеристиками задачі, їхні значення здебільшого потребують нормування, що 

приводить їх до безрозмірних величин. При цьому можливі різні способи 

нормування, наприклад: 

i
i

i

F
F

F
= ,  

max

i
i

i

F
F

F
= ,  min

max min

i i
i

i i

F F
F

F F

−
=

−
,  (1.5) 

де miniF , maxiF , iF  - відповідно найменше, найбільше та середнє значення i -

го критерію 1,i m= .  

Часто таке нормування дає змогу масштабувати критерій на інтервалі [0,1] , 

що найзручніше для побудови агрегованого критерію оптимальності. 

Приклад 4. Розв'язати задачу пошуку Парето-оптимальних розв’язків на 

множині { | [ 1,1], 1,2}iD X x i=  − = , на якій задано два частинні критерії
2 2

1 1 2( )F X x x= +  і 2 2

2 1 2
( ) ( 1) ( 1)F X x x= − + − .  
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Порядок виконання завдання: 

1. Задати цільові функції. 

2. Задати значення вагових коефіцієнтів. 

3. Скористатися скаляризацією векторного критерію за допомогою 

адитивної (мультиплікативної) згортки і звести задачу до однокритеріальної. 

4. Знайти розв'язок однокритеріальної задачі, використовуючи одну з 

розглянутих раніше процедур умовної або безумовної оптимізації.  

Продемонструємо описану технологію оптимізації на тестовому прикладі з 

апріорі відомим розв’язком. 

Для цієї багатокритеріальної задачі оптимізації множина Парето являє 

собою відрізок прямої, що з'єднує точки (0, 0)  і (1,1)  (рис. 1.8). Нижче 

наводиться приклад її розв'язання в середовищі MathCAD. 

 
Рис. 1.8 - Множина Парето для розглядуваного прикладу 

 

Приклад виконання завдання в MathCAD 
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Під час розв'язання задачі з використанням в якості цільової функції 

адитивної згортки (1.1) отриманий розв’язок: 

● при 
1 0.2 =  і 

2
0.8 =  був знайдено розв’язок {0.8, 0.8}AХ = ;  

● при 
1 2

0.5 = =  - розв’язок {0.5, 0.5}BХ = ;  

● при 
1 0.8 =  і 

2
0.2 =  визначено розв’язок {0.2, 0.2}CХ = .  

Усі знайдені розв'язки, як видно з рис.1.8, належать до множини Парето цієї 

задачі.  

У разі використання мультиплікативної згортки частинних критеріїв (1.2) з 

ваговими коефіцієнтами 
1 2 0.5 = =  знаходяться розв’язки {0, 0}EХ =  і 

{1,1}FХ = , кожний з яких також є Парето-оптимальним. Кожна з цих точок є 

точкою мінімуму одного з частинних критеріїв, тому слід зазначити, що 

використання мультиплікативної згортки частинних критеріїв у загальному 

випадку виправдане, коли на множині розв’язків жоден із критеріїв не набуває 

нульового значення. Інакше цільова функція f дорівнюватиме нулю, коли один із 
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частинних критеріїв дорівнює нулю незалежно від чисельних значень інших 

критеріїв. 

 

 

ЗАВДАННЯ ДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Завдання 1. Розв'язати задачу пошуку Парето-оптимальних 

розв’язків на множині D, на якій задано два частинні критерії 

1( )f Х  і 
2( )f Х , використовуючи метод скалярної згортки 

 

№ п/п Завдання 

1 

{ | [0,1]}, 30iD Х x Х=  = ,  

1 1 1( ) minf х x= →   

( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 1, , , , , , , min
Х Х

f х х х g х х х h f g=  → .  

( )2

2

, , 1 9
1

X

i

Х
i

x
g х х

X=

= + 
−

  

( ) 1
1, 1

f
h f g

g
= −  

2 

{ | [0,1]}, 30iD Х x Х=  = ,  

1 1 1( ) minf х x= →   

( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 1, , , , , , , min
Х Х

f х х х g х х х h f g=  → .  

( )2

2

, , 1 9
1

X

i

Х
i

x
g х х

X=

= + 
−

  

( )
2

1
1, 1

f
h f g

g

 
= −  

 
 

3 

{ | [0,1]}, 30iD Х x Х=  = ,  

1 1 1( ) minf х x= →   

( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 1, , , , , , , min
Х Х

f х х х g х х х h f g=  → .  

( )2

2

, , 1 9
1

X

i

Х
i

x
g х х

X=

= + 
−

  

( ) ( )1 1
1 1, 1 sin 10

f f
h f g f

g g
= − −     

4 
1,2{ | [ 1,1]},D Х x=  −  

2 2

1 1 2
( ) 4 minf Х x x=  + →  



20 

 

№ п/п Завдання 

( ) ( )
2 2

2 1 2( ) 1 1 minf Х x x= + + − →  

5 

 1{ | [ 5, 5], 2 : }, 0;1 , 10iD Х x i X x Х=  −    =  ,  

1 1 1( ) minf х x= →   

( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 1, , , , , , , min
Х Х

f х х х g х х х h f g=  → .  

( ) ( ) ( )( )2

2 1

2

, , 1 10 1 10 cos 4
X

iХ
i

g х х X x x
=

= +  − + −   

( ) 1
1, 1

f
h f g

g

 
= −  

 
 

6 

{ | [0,1]}, 30iD Х x Х=  = ,  

( ) ( )6

1 1 1 1( ) 1 exp 4 sin 6 minf х x x= − −     →  

( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 1, , , , , , , min
Х Х

f х х х g х х х h f g=  → .  

( )
0.25

2

2

1
, , 1 9

1

X

iХ
i

g х х x
X =

 
= +    − 

  

( )
2

1
1, 1

f
h f g

g

 
= −  

 
 

задача має невипуклий фронт Парето 

7 

{ | [0,1], 1, 2},iD Х x i=  =  
2 2

1 1 2
( ) minf Х x x= + →  

( ) ( )
2 2

2 1 2( ) 1 1 minf Х x x= − + − →  

задача має неперервний опуклий фронт Парето 

8 

{ | [0,1], 1, 2},iD Х x i=  =  

1 1 1( ) 4 minf х x=  →  

( ) ( )2 ( ) minf X g X h X=  →  

( )
( )

( )
( ) ( )1 1

1 11 , якщ

і

о

накше0,

f x
f x g X

h X g X

  
  − 

=  
 



 

( ) ( )
2

2
2

0.2
4 3 exp

0.02

x
g X g x

 − 
= = −  −     
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№ п/п Завдання 

значенню 0,25 =  відповідає опукла множина Парето, 0,4 = - 

неопукла 

9 

{ | [0,1], 1: }, 30iD Х x i X Х=    =  ,  

1 1 1( ) minf х x= →   

( ) ( )2 ( ) minf X g X h X=  → .  

( ) ( )2

2

, , 1 9
1

X

i

Х
i

x
g X g х х

X=

= = + 
−

  

( )
( )

( )
1 11
f x

h Х
g X

= −  

задача має неперервний опуклий фронт Парето 

10 

D { | [ 4, 4]},1iХ x i n=  −    

2

1

1

1
( ) 1 exp min

n

i

i

f Х x
n=

  
= − − − →  

   
  

2

2

1

1
( ) 1 exp min

n

i

i

f Х x
n=

  
= − − + →  

   
  

11 

D { | [ 5, 5]}, 1 3iХ x i=  −  
2

2 2

1 1

1

( ) 10 exp 0.2 mini i

i

f Х x x +

=

  = −  −  + →
   

  

( )
3

0.8
3

2

1

( ) 5 sin mini i

i

f Х x x
=

 = +  →
    

12 

1,2D { | [ 10,10]},Х x=  −  

2 2

1 1 1 2 2
( ) 3 minf Х x x x x= +  +  →  

( ) ( )
2 2

2 1 2( ) 4 3 minf Х x x= − + − →  

13 

1 2
D { | [ 0,5, 0,5], [0,1]},Х x x=  −   

min4)(
2
2

2
11 →+= xxХf


 

( ) ( ) min11)(
2

2

2

12 →−++= xxХf


 

125.0375.012 −− xx  

14 
max2)( 211 →+= xxХf


 

2 1 2
( ) 2 3 maxf Х x x=  +  →  
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№ п/п Завдання 
2 2

1 2

1 2

100

0, 0

x x

x x

 + 


 
 

15 

1 2
D { | [0, 5], [0, 3]},Х x x=    

1 1 2
( ) 4 4 minf Х x x=  +  →  

( ) ( )
2 2

2 1 2( ) 5 5 minf Х x x= − + − →  

( ) ( )
2 2

1 1 25 25g X x x= − +   

( ) ( ) ( )
22

2 1 28 3 7.7g X x x= − + +   

16 

1,2D { | [ 20, 20]},Х x=  −  

( ) ( )
2 2

1 1 2( ) 2 2 1 minf Х x x= + − + − →  

( )
2

2 1 2( ) 9 1 minf Х x x=  − − →  

( ) 2 2

1 1 2 225g X x x= +   

( )2 1 23 10 0g X x x= −  +   

17 

1,2D { | [ 7, 4]},Х x=  −  

2

1 1 2
( ) minf Х x x= − →  

2 1 2
( ) 0.5 1 minf Х x x= −  − − →  

( ) 1
1 26,5 0

6

x
g X x= − −   

( ) 1
2 27,5 0

2

x
g X x= − −   

( )3 1 230 5 0g X x x= −  −   

18 

1,2,6 3,5 4D { | [0,10], [1, 5], [0, 6]},Х x x x=     

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

1 1 2 3

2 2

4 5

( ) 25 2 2 1

4 1 min

f Х x x x

x x

= −  − − − − − −

− − − − →
 

6
2

2

1

( ) mini

i

f Х x
=

= →  

( )1 1 2 2 0g X x x= + −  ,    ( )2 1 26 0g X x x= − −   

( )3 2 12 0g X x x= − +  , ( )4 1 22 3 0g X x x= − +    

( ) ( )
2

5 3 44 3 0g X x x= − − −   

( ) ( )
2

6 5 63 4 0g X x x= − + −   
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№ п/п Завдання 

 

19 

1,2D { | [0,1]},Х x=   

1 1( ) minf Х x= →  

( ) 1
2 2

2

( ) 1 exp min
1

x
f Х x

x

 
= +  − → 

+ 
 

( )
( )

( )( )
2

1

1

1
0.858 exp 0.541

f X
g X

f X
= 

 − 
 

( )
( )

( )( )
2

2

1

1
0.728 exp 0.295

f X
g X

f X
= 

 − 
 

20 

1 2
D { | [0.1, 1], [0, 5]},Х x x=    

1 1( ) minf Х x= →  

2
2

1

1
( ) min

x
f Х

x

+
= →  

( )1 1 29 6g X x x=  +   

( )2 1 29 1g X x x=  −   

 

1.3 Апроксимація фронту Парето сітковим методом дослідження 

простору параметрів 

 

Недоліки, пов'язані зі спробами формалізації в принципі неформалізованої 

задачі, приводять до думки про пошук розв'язання, що використовує ідею 

повного перегляду всіх можливих варіантів розв’язків і вибору з них 

найкращого. Природно, що такий повний перегляд неможливий, оскільки 

кількість точок перегляду нескінченна. У найпростішому випадку точки 

перегляду можуть бути розподілені рівномірно в просторі пошуку. Для того, щоб 

зменшити кількість переглянутих точок, можна якимось способом організувати 

процедуру перегляду.  

На цій ідеї й засновано метод розв'язання проектно-конструкторських задач 

із суперечливими критеріями, запропонований І.М. Соболем і Р.Б. Статніковим, 

який базується на твердженні, що максимальна кількість точок, які можна 

побачити, за мінімуму обчислень досягається, якщо точки обирають із так званої 

ЛПτ - послідовності.  
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Отже, переглядаючи варіанти в точках, що відповідають ЛПτ - 

послідовності, і, обчислюючи значення критеріїв у цих точках, можна 

ухвалювати ефективні розв’язки. 

Обчислення координат точок Qi може здійснюватися за допомогою матриці 

напрямних чисельників табл.1.1. 

За таблицею чисельників обчислюються точки з номерами 200 10i   у кубі 

Кn розмірності 51n  . Для цього за заданим номером точки i обчислюють: 

, 

а потім для 1, 2, ,j n= , де n - розмірність точки: 

  ( ) 1 1

,

1

1
2 2 2 2 2

2

m m
lk l k l

i j j

k l k

q i r− + − − −

= =

   =         
  , 

де    ,  - квадратні та фігурні дужки означають відповідно цілу та 

дробову частини вмісту цих дужок. 

 

Послідовність точок 
0 1
, , , iР Р Р куба Кn називається ЛПτ -

послідовністю, якщо будь-яка її двійкова ділянка, яка містить не менше 

ніж 12+  точок, являє собою П –сітку. 

Сітка, що складається з точок 2N =  куба Кn, називається Пτ -сіткою, 

якщо кожному двійковому паралелепіпеду Пk c об'ємом 
2

kПV
N



=  належать 

2τ точок сітки. При цьому завжди передбачається, що   . 



25 

 

Таблиця 1.1 - Чисельники напрямних чисел 
j і=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 1 3 5 15 17 51 85 255 257 771 1285 3855 4369 13107 21845 65535 65537 196611 327685 983055 

3 1 1 7 11 13 61 67 79 465 721 823 4091 4125 4141 28723 45311 53505 250113 276231 326411 

4 1 3 7 5 7 43 49 147 439 1013 727 987 5889 6915 16647 49925 116487 83243 116529 715667 

5 1 1 5 3 15 51 125 141 177 759 267 1839 6929 16241 16565 17139 82207 50979 252717 851901 

6 1 3 1 1 9 59 25 89 321 835 833 4033 3913 11643 18777 35225 102401 45059 36865 299009 

7 1 1 3 7 31 47 109 173 181 949 471 2515 6211 2147 3169 35873 33841 99889 247315 1032727 

8 1 3 3 9 9 57 43 43 225 113 1601 579 1731 11977 7241 63609 81003 15595 144417 685617 

9 1 1 7 13 3 35 89 9 235 929 1341 3863 1347 4417 5087 12631 103445 152645 130127 775365 

10 1 3 5 11 27 53 69 25 103 615 913 977 6197 14651 2507 27109 5205 91369 302231 172023 

11 1 1 5 1 15 19 113 115 411 157 1725 3463 2817 9997 7454 12055 44877 24895 508255 574033 

12 1 3 7 3 29 51 47 97 233 39 2021 2909 5459 2615 13329 35887 97323 83101 320901 810643 

13 1 1 7 7 21 61 55 19 59 761 1905 3379 8119 13207 8965 9997 75591 226659 187499 628265 

14 1 3 1 9 23 37 97 97 353 169 375 1349 5121 13313 19457 1033 62487 250917 234593 308321 

15 1 1 3 5 19 33 3 197 329 983 893 3739 7669 2671 18391 31161 12111 259781 36159 232401 

16 1 3 3 13 11 7 37 101 463 657 1599 347 2481 5201 3123 32253 78043 63447 508757 974837 

17 1 1 7 13 25 5 83 255 385 647 415 387 7101 11469 11699 15865 49173 147489 81991 802875 

18 1 3 5 11 7 11 103 29 111 581 605 2381 2677 14855 721 26903 100419 206167 241771 987201 

19 1 1 1 3 13 39 27 203 475 505 819 2821 1405 12165 709 41543 57545 77163 357231 378135 

20 1 3 1 15 17 63 13 65 451 833 975 1873 7423 5837 20481 12291 86017 12303 299025 774207 

21 1 1 5 5 1 27 33 195 263 139 915 1959 725 5387 19285 5165 27985 69809 128325 164575 

22 1 3 3 3 25 17 115 177 19 147 1715 1929 2465 12483 13057 28931 54019 21251 62233 248081 

23 1 1 3 15 29 15 41 105 249 203 1223 2389 471 12945 32321 29377 127427 103759 472541 1008719 

24 1 3 1 7 3 23 79 17 275 81 1367 3251 2887 1279 4865 64771 24321 42247 338691 599831 

25 1 3 7 9 31 29 17 47 369 337 663 1149 1715 187 12285 53631 110851 4357 153347 671033 
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Продовження табл. 1.1 

j і=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

26 1 1 5 13 11 3 29 169 393 829 629 243 5595 8133 4929 10817 8261 189901 255947 734787 

27 1 3 1 9 5 21 119 109 167 989 525 3609 5689 11819 15889 48083 67537 63993 336469 749285 

28 1 1 3 1 23 13 75 149 333 375 469 1131 441 14471 12625 8881 37707 85105 479495 911133 

29 1 3 3 11 27 31 73 15 473 365 981 1701 3169 7615 8405 41135 106823 107847 339031 977707 

30 1 1 7 7 19 25 105 213 469 131 1667 143 4485 2981 12593 60913 15703 26967 507907 344073 

31 1 3 5 5 21 9 7 135 101 215 1587 1339 6311 4081 28637 60935 94129 109273 475921 281389 

32 1 1 1 15 5 49 59 253 21 733 1251 3497 3557 7223 13425 58577 69521 217151 424277 789985 

33 1 1 1 1 1 33 65 191 451 451 451 2499 483 11843 28285 12029 86021 217093 348165 176165 

34 1 3 5 15 17 19 21 155 229 447 481 1571 3781 10799 15893 959 19793 213491 377941 414943 

35 1 1 7 11 13 29 3 175 247 177 721 983 3195 9277 15405 19637 87283 186143 343297 1041185 

36 1 3 7 5 7 11 113 63 297 57 483 4021 5213 2031 4677 26607 20931 54345 259163 741087 

37 1 1 5 3 15 19 61 47 403 471 1209 1625 5085 15371 19493 56445 26369 27399 521499 132383 

38 1 3 1 1 9 27 89 7 497 979 1457 3217 185 6603 1129 36087 66817 98051 451841 175361 

39 1 1 3 7 31 15 45 23 61 197 415 1163 7323 7563 25321 52563 37745 81777 235347 539895 

40 1 3 3 9 9 25 107 39 361 251 1435 2977 1713 11617 14979 5455 68289 209987 346179 521289 

41 1 3 7 13 3 3 25 55 215 517 725 3391 4021 4129 4099 12345 102733 21287 128115 20689 

42 1 1 5 11 27 21 5 71 393 137 861 675 5875 12061 25469 47423 29505 124097 444613 430923 

43 1 3 5 1 15 51 49 87 125 567 41 3093 5363 3471 17589 50131 33137 98739 361365 426737 

44 1 1 7 3 29 19 111 103 285 1021 1619 1495 4977 15919 6731 43771 23313 151281 270519 11187 

45 1 3 7 7 21 29 119 119 501 167 1579 3443 5441 1097 13483 58779 36561 116819 420599 998391 

46 1 1 1 9 23 5 33 135 277 877 1701 557 1779 10369 15325 33331 118321 59665 498897 494137 

47 1 3 3 5 19 1 67 153 199 929 869 675 6777 14343 18465 63615 43349 30799 322567 939017 

48 1 1 3 13 11 39 101 169 301 269 1151 1489 287 8475 6929 46013 52785 75249 14035 507165 

49 1 1 7 13 25 37 19 185 19 327 1897 2303 6919 16139 16677 34579 120981 239693 73299 863545 

50 1 3 5 11 7 43 39 201 83 997 1679 3925 1517 305 21765 45827 91157 113679 204881 761911 

51 1 1 1 3 13 7 91 217 351 91 1355 3705 1875 7621 4381 9079 94533 37261 431301 176455 
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Приклад 5. Розглянемо приклад розв'язання багатокритеріальної задачі з 

двома цільовими функціями.  

У найпростішому випадку для визначеності сформуємо матрицю 

параметрів, використовуючи генератор випадкових чисел rnd(). Матриця 

параметрів q у такий спосіб представлена масивом 2 300 , що містить 300 

варіантів розв’язків, які складаються зі значень двох критеріїв. Для виділення 

недомінованих стовпців масиву, а тим самим фронту Парето, застосуємо 

наведені нижче процедури, які визначають також номери таких стовпців. Для 

ухвалення остаточного розв’язку зручно скористатися побудованими 

компромісними кривими, що являють собою залежність значень одного 

критерію у функції значень другого.  

Вибір відповідного варіанта розв’язку робиться на основі графіків. 

Зазначимо, що під час розв'язання реальних задач оптимізації, матриця 

параметрів формується на основі наявних цільових функцій. 

 

Приклад виконання завдання в MathCAD 
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Розглянемо функцію P_Mech(), що дає змогу згенерувати якісну мережу 

точок, побудовану на основі Пτ - мережі. Генератор дає змогу отримувати сітки 

з N точок у n - мірному кубі, причому граничні значення для цих параметрів 

відповідають 8 та 1023n N= = . За необхідності граничні значення можуть 

бути змінені. Для цих цілей можна скористатися значеннями, наведеними в 

табл.1.1. Приклад роботи генератора Пτ - сітки для 3 та 1000n N= =  наведено 

нижче. 

Приклад виконання завдання в MathCAD 
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Приклад 6. Продемонструємо всі етапи розв'язання оптимізаційної задачі 

в разі наявності трьох критеріїв. Оптимізована система характеризується 

критеріями: 

   

 

2 2

1 2

2

3

4 5 2 35 ; 11 6 7 8 ;

9 3 4 11

F x y z F x y z

F x y z

=  +  −  − =  +  −  −

=  +  +  −
 

Кожен із критеріїв є функцією трьох параметрів , ,x y z  оптимізованої 

системи за таких обмежень:      0; 5 , 0; 5 , 10; 0x y z   − .  

Необхідно визначити розв’язок ( ), ,x y z , який мінімізує всі три критерії 

одночасно. 

Порядок виконання завдання: 

1. Задати критерії якості (цільової функції). 

2. Використовувати раніше задані процедури для генерації Пτ - мережі. 

3. Виконати корекцію мережі з урахуванням обмежень на простір 

параметрів. 

4. Обчислити масив критеріїв якості, що відповідає скоригованому 

масиву параметрів. 

5. Виділити точки Парето-фронту, використовуючи процедури. 

( )_1 , , , ,Сmp P Q i n par , ( )_ , , ,Сmp Pareto P Q n par , ( )_ , , ,Basic Pareto Q N n par , 

( )_ , , ,Num Pareto Q N n par  



33 

 

6. Визначити номери точок Парето-фронту, використовуючи 

процедуру ( )_ , , ,Num Pareto Q N n par  

7. Побудувати графіки точок Парето-фронту для всіх критеріїв як 

функціональної залежності кожного з критеріїв від номера точок 

недомінованих розв’язків. 

8. Візуальний вибір раціонального розв’язку виконати, ґрунтуючись на 

наявному графічному матеріалі. 

 

Приклад виконання завдання в MathCAD 
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ЗАВДАННЯ ДО САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Завдання 2. Розв'язати задачі у виділення фронту Парето, 

використовуючи варіанти завдань 1-12 з попереднього пункту.  
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ТЕРМІНИ ТА ВИЗНАЧЕННЯ 

 

Багатокритеріальні задачі: оптимізаційні задачі, де замість однієї 

цільової функції розглядається вектор критеріїв, кожен з яких відображає 

окремий аспект оцінки розв’язок. 

Векторний критерій: сукупність частинних критеріїв, що формують 

вектор оцінки для кожного розв’язок. 

Допустима область (D): множина всіх можливих розв’язків, які 

задовольняють заданим обмеженням. 

Критеріальний простір (YD): область, що містить всі можливі векторні 

оцінки розв’язків із допустимої області. 

Парето-оптимальність: розв’язок вважається оптимальним за Парето, 

якщо не існує іншого розв’язку, який покращує хоча б один критерій без 

погіршення інших. Векторна (багатокритеріальна) оптимізація — це процес 

одночасної оптимізації двох або більше конфліктуючих цільових функцій 

f1(x),f2(x),…,fk(x) на множині допустимих розв’язків S, де x∈S — вектор 

змінних. 

Цільова функція — функція, значення якої потрібно мінімізувати або 

максимізувати. У векторній оптимізації таких функцій кілька, і вони 

формують вектор цільових функцій f(x)=(f1(x),…,fk(x)). 

Область допустимих розв’язків (область визначення) — множина S, у 

границях якої шукаються розв’язки задачі оптимізації. 

Оптимальний розв’язок за Парето (Парето-оптимальний розв’язок) — 

вектор розв’язку x∗∈S, для якого не існує іншого x∈S, що покращує всі цільові 

функції одночасно, тобто неможливо знайти x, для якого fi(x)≤fi(x∗) для всіх  i і 

при цьому fj(x)<fj(x∗) хоча б для одного j. 

Парето-фронт (множина Парето-оптимальних розв’язків) — множина 

всіх Парето-оптимальних розв’язків, яка відображає компроміс між різними 

критеріями. 

Слабкий оптимум за Парето — розв’язок, для якого не існує іншого, що 

покращує всі цільові функції строго, але може існувати розв’язок, який 

покращує деякі з них без погіршення інших. 

Упорядкування за Парето — частковий порядок у просторі цільових 

функцій, що визначає, коли один вектор цілей є кращим або не гіршим за 

інший. 
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Критеріальний конус — множина напрямків, що визначають допустимі 

напрямки покращення цільових функцій у векторній оптимізації. 

Лексикографічний порядок — спосіб впорядкування векторів цільових 

функцій, коли критерії ранжуються за пріоритетністю, і порівняння 

відбувається послідовно за кожним критерієм. 

Ефективна точка — точка, яка є оптимальною за Парето, тобто не може 

бути покращена за жодним критерієм без погіршення іншого. 


