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ГЕНЕРАЦИЯ КОНГРУЭНТНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ЧИСЕЛ С НАПЕРЕД ЗАДАННЫМИ СВОЙСТВАМИ
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Рассматривается круг вопросов, связанных с генерацией конгруэнтных последовательностей чисел с наперед заданными свойствами. Определены требования к выбору параметров генератора конгруэнтных чисел при заданном требовании к качеству порождающих им последовательностей. Определена зависимость количества нуль-циклов в графе состояний генератора конгруэнтных чисел от его параметров. Введена классификация графов состояний генераторов конгруэнтных чисел, определена их оптимальная конфигурация для построения стохастического генератора случайных чисел.
Розглядається коло питань, пов'язаних з генерацією конгруентних послідовностей чисел з наперед заданими властивостями. Визначено вимоги до вибору параметрів генератора конгруентних чисел в залежності від вимог до якості породжуваних послідовностей. Визначено залежність кількості нуль-циклів у графі станів генератора конгруентних чисел від його параметрів. Введено класифікацію графів станів генераторів конгруентних чисел, визначено їх оптимальну конфігурацію для побудови стохастичного генератора випадкових чисел.
In the article the range of questions related to the congruent numbers sequences generation with predetermined properties is considered. The requirements for congruential generator parameters selection with a given requirement for generated sequences quality are determined. The dependence of zero-cycles quantity in the congruential generator graph on its parameters is determined. The congruential generator state graphs classification is put, their optimal configuration for a stochastic random number generator is determined.
Ключевые слова: генератор конгруэнтных чисел, граф состояний, стохастический генератор.
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Введение
Многие практические задачи не могут быть решены без применения случайных последовательностей чисел. Примером таких задач является имитационное моделирование сложных систем, решение задач оптимизации методом Монте-Карло, создание и тестирование средств криптографической защиты информации и т.п. [1, 2, 3]. Для решения подобных задач необходимо выполнение многократных статистических экспериментов с применением случайных или псевдослучайных последовательностей чисел с наперед заданными свойствами. В подобных задачах качество последовательностей имеет большое значение для получения достоверных результатов. В силу этого обстоятельства в настоящей работе будут рассматриваться методы обеспечения высокой степени соответствия генерируемых последовательностей заданным параметрам закона распределения. При этом в качестве источника случайной последовательности чисел будем рассматривать генератор конгруэнтных чисел (ГКЧ) – устройство (в аппаратном или программном исполнении), итерационно решающее задачу вычисления последующего слова по предыдущему:
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где
К, С, М – параметры генератора,
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 – слова, порожденные в текущий – «n» – и в предшествующий – «n-1» – дискретные моменты времени.

Под термином «слово» будем понимать число, сформированное на выходе ГКЧ.
Слово 
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, загружаемое в ГКЧ в момент запуска, будем называть вектором начальной загрузки (ВНЗ).

Выделение не решенных ранее частей общей проблемы
Несмотря на то, что к настоящему времени накоплен большой арсенал технических решений, обеспечивающих создание технических и программных средств генерации случайных последовательностей, многие теоретические вопросы остаются нерешенными. Наиболее полно вопросы генерации случайных, а точнее, псевдослучайных, последовательностей (ПСП), в том числе, с помощью ГКЧ, и методик их оценки изложены в [4]. Вместе с тем, до настоящего времени остается нерешенным вопрос выбора параметров К, С, М и ВНЗ 
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 ГКЧ, их связь с законом распределения случайной величины и степенью близости эмпирического и теоретического законов распределения.
В настоящей работе интерес представляет вопрос генерации равномерно распределенной последовательности чисел диапазона 
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 на выходе КГЧ.
Постановка задачи

Задачей исследования является определение условий разбиения множества М целых чисел интервала 
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 на выходе ГКЧ на d непересекающихся подмножеств 
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. Разбиение множества позволит выполнить операцию конкатенации всех d подмножеств в одно множество мощности М, что и обеспечит получение равномерно распределенной случайной последовательности чисел на интервале 
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Решение задачи

При решении поставленной задачи будем исходить из того, что ядром процедуры создания ГКЧ является выбор параметров К, С, М в зависимости от заданных требований к выходной последовательности ГКЧ или в зависимости от требований к конкретной конфигурации графа состояний конечного автомата. Изменение хотя бы одного из этих параметров влечет изменение конструкции графа состояний генератора. Исходя из этого, определим связь параметров К, С, М с топологией графа состояний ГКЧ. 
Отметим, что выражение (1) определяет вычет числа 
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 по некоторому модулю М, вследствие чего 
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. Отсюда следует, что параметр М определяет область определения случайной величины на выходе генератора, однако не может гарантировать равномерного распределения генерируемых чисел или, что то же самое, нулевой ошибки воспроизведения равномерно распределенной случайной последовательности чисел.
Перепишем выражение (1) в виде 
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Отсюда следует, что выбор параметров К и С, больших М, лишен смысла.
Выделим в последовательности сгенерированных слов некоторое произвольное слово 
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 (необязательно равное нулю). Слово, смещенное относительно 
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Учтем, что 
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. Поэтому
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В [5] определено, что циклом ГКЧ является упорядоченное по времени подмножество порождаемых генератором слов из множества мощности М.
Доопределим это определение, положив, что циклом ГКЧ является циклически повторяющееся упорядоченное по времени подмножество порождаемых генератором слов из множества мощности М.
Таким образом, например, циклом будет являться множество 
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 для порождаемой последовательности 
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 и не будет являться множество 
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 является особой точкой входа в цикл 
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 и не принадлежит ему. Подобные особые точки входа в цикл возникают, если К и М не являются взаимно простыми числами [6].

Нуль-цикл ГКЧ – цикл, содержащий одно слово из множества мощности М [5].
Допустим, что 
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. Это означает, что период цикла равен значению Т, а из выражение (3) следует, что 
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Определим зависимость количества нуль-циклов в графе состояний ГКЧ от его параметров.
Положим 
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Это выражение также можно получить, если в (1) положить 
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Сформулируем несколько утверждений.

Утверждение 1. Нуль-цикл графа состояний ГКЧ располагается в точке 
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Доказательство

Положив в (5) 
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Если же 
[image: image43.wmf]0

C

=

, то 
[image: image44.wmf](

)

00

S

=

 является корнем уравнения (5) при 
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Утверждение доказано.
Утверждение 2. Для существования нуль-цикла необходимо и достаточно, чтобы значение 
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 было кратно 
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Доказательство
Нуль-цикл описывается выражением (5): 
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Пусть 
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Пусть 
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Утверждение доказано.
Утверждение 3. Количество нуль-циклов в графе состояний ГКЧ равняется 
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Доказательство
Воспользуемся определенными при доказательстве утверждения 2 выражениями.

Имеется уравнение с двумя неизвестными первой степени 
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Выражение 
[image: image66.wmf]'1

'

aaK

bbM

-

==

 разложим в цепную дробь вида 
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, где n – порядок цепной дроби. Решение этого уравнения имеет вид [7]:
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 следует, что количество нуль-циклов в графе состояний ГКЧ равняется значению 
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Действительно, какому бы значению ни равнялось первое слагаемое выражения 
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, существует ровно 
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 значений 
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Утверждение доказано.
Замечание:
1) при 
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 граф состояний ГКЧ не будет содержать ни одного нуль-цикла;

2) при 
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 граф состояний ГКЧ будет содержать М нуль-циклов.

Утверждение 4. Максимальное количество нуль-циклов в графе состояний ГКЧ с параметром М при 
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 – минимальный множитель в разложении числа М на простые сомножители, 
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 – любые целые числа, удовлетворяющие условиям 
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Доказательство
В соответствии с утверждением 3, количество нуль-циклов в графе состояний ГКЧ равняется значению 
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Представим число 
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 – простые сомножители, 
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В силу того, что 
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 – любое целое число, 
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В соответствии с утверждением 2, необходимо, чтобы значение 
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 было кратно 
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Утверждение доказано.
Замечание. В случае необходимости выполнения условия взаимной простоты значений 
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 и 
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 в утверждении 4 значение 
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 выбирается как минимальный множитель в разложении числа М на простые сомножители, для которого существует 
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 взаимно просты.

Утверждение 5. Граф состояний ГКЧ с параметром М не имеет нуль-циклов тогда и только тогда, когда 
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Доказательство
В соответствии с утверждением 2, для существования нуль-цикла необходимо и достаточно, чтобы значение 
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 было кратно 
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Действительно, для того, чтобы нуль-циклов в графе состояний ГСЧ не существовало, уравнение 
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Если же 
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 (см. утверждение 3) всегда имеет целочисленные решения, количество которых равняется значению 
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Утверждение доказано.
Утверждение 6. Граф состояний ГКЧ с параметром М имеет один нуль-цикл тогда и только тогда, когда 
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Доказательство
Граф состояний ГКЧ имеет один нуль-цикл, если уравнение 
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 имеет одно решение. Решением уравнения является 
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 (см. доказательство утверждения 3). Для того, чтобы решение было единственным 
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, необходимо выполнение равенства 
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Если же 
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, то в соответствии с утверждениями 3 и 5, нуль-циклов либо не существует, либо их количество больше одного.

Утверждение доказано.
Рассмотрим графы состояний ГКЧ для различных практических задач и определим их оптимальную конфигурацию.
Генерируемая последовательность целых чисел является равномерно распределенной на некотором интервале тогда и только тогда, когда каждое из слов интервала присутствует в генерируемой последовательности одинаковое количество раз. В этом случае ошибка воспроизведения случайной величины равняется нулю.
При генерации равномерно распределенной последовательности чисел существенную роль играет интервал корреляции случайной величины. Будем различать статический генератор случайных чисел (ГСЧ) и стохастический ГСЧ. У статического ГСЧ порядок обхода графа состояний остается неизменным в течение всего времени работы, у стохастического ГСЧ порядок обхода графа состояний изменяется после каждого стохастического цикла – цикла, в котором каждое из слов интервала 
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 присутствует по одному разу.
Множество циклов обхода графа состояний статического ГСЧ – равномерно распределенная периодически повторяемая псевдослучайная последовательность коррелированных между собой чисел, а множество обходов графа состояний стохастического ГСЧ – равномерно распределенная последовательность чисел с уменьшенной взаимной корреляцией. Оценка взаимной корреляции между символами является сложной задачей, подлежащей отдельному исследованию, и выходит за рамки данной работы.
Статический ГСЧ сочетает в себе:

· ГКЧ – как устройство, выполняющее вычисление по формуле (1),
· управляющий автомат – как устройство, выполняющее конкатенацию всех циклов в один сверхцикл длиной М. 

Стохастический ГСЧ сочетает в себе:

· ГКЧ – как устройство, выполняющее вычисление по формуле (3),
· управляющий автомат – как устройство, выполняющее конкатенацию всех циклов в один сверхцикл длиной М,
· стохастический автомат – как устройство, выполняющее замену значений параметра 
[image: image137.wmf](

)

(

)

(

)

1

000

d

SSS

Î

K

 на некотором множестве представителей циклов и параметра 
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 на некотором множестве длин циклов в каждом стохастическом цикле длиной М.

Рассмотрим графы первичных ГКЧ, описываемых уравнением (1), и методы их преобразования к графам статического и стохастического ГСЧ.
Методика определения графа состояний статического ГСЧ использует принцип «решета Эратосфена» и изложена в [5]. 
Анализ первичных ГКЧ показал, что все возможные графы состояний ГКЧ могут быть сведены к единой конфигурации, содержащей группу из d непересекающихся циклов одинаковой или разной длины и множества обособленных слов мощности Z. Эти слова могут образовывать нуль-циклы или быть словами, не входящими ни в один цикл (особые точки входа в цикл).
Тогда обобщенный граф ГКЧ может быть представлен в следующей записи:
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общее число вершин графа равняется М.
Отсюда вытекает общая идея построения ГСЧ с равномерным распределением слов: сначала обойти все циклы обобщенного графа состояний ГКЧ, а затем на этом множестве расставить все слова обособленного подмножества Z.
При выборе конкретных значений параметров К, С, М обобщенный граф трансформируется в граф конкретного ГКЧ. Наиболее часто встречаемые типы графов:
1. 
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 – один цикл длиной М 
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. Такой граф характерен для 
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2. 
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 – d циклов длиной t каждый и один нуль-цикл 
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. Такой граф характерен для простых М. Например, при М=43, К=11, С=3 граф 
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. Такой граф характерен для 
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4. 
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 – d циклов длиной 
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, и Z обособленных слов. Например, при М=21, К=8, С=14 порождается граф 
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Для построения ГСЧ с равновероятным распределением чисел топология графа принципиальной роли не играет, однако для упрощения конструкции ГСЧ и восприятия сути преобразования графа первичного ГКЧ в граф ГСЧ рассмотрим ГКЧ с графом типа 3. 
Суть преобразования графа типа 3 в граф ГСЧ с равномерным распределением случайной величины заключается в конкатенации циклов, что обеспечивает приведение графа типа 3 к графу типа 1. Априорно, до начала применения ГСЧ, в память управляющего автомата заносятся слова – представители каждого цикла – и длины каждого из них. Для ГКЧ с параметрами М=64, К=11, С=5 и 
[image: image162.wmf]232

Г

=´

 – это слово 
[image: image163.wmf](

)

00

S

=
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 (как представители первого и второго циклов). С началом применения ГСЧ (в режиме статического ГСЧ) управляющий автомат поочередно извлекает из памяти представителей циклов, загружает их в ГКЧ в качестве слова 
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 и генерирует 32 слова. 
После перебора всех представителей циклов образуется граф первого типа – последовательность длиной М=64 слова, причем каждое слово в цикле будет присутствовать ровно один раз. Это значит, что ошибка воспроизведения случайной величины будет равна нулю, а генерируемая последовательность будет периодична с периодом Т=М. Эту последовательность также называют псевдослучайной за псевдослучайный порядок чередования слов в последовательности, однако, вследствие фиксированного порядка чередования слов, эта последовательность чисел коррелирована – любая пара слов, разнесенных на интервал, кратный М, взаимно-однозначно определена. В силу этого обстоятельства подобные последовательности могут применяться для формирования таблиц перестановки или в задачах, где наличие корреляции допустимо.
Для построения стохастического ГСЧ в его состав дополнительно вводят стохастический автомат, управляющий порядком чередования циклов в каждом стохастическом цикле. Под стохастическим циклом подразумевается цикл длиной М слов, полученный путем конкатенации всех циклов первичного ГКЧ. Для графа типа 3 значения d и t являются делителями М. Это означает, что и граф первого типа может быть разделен на d линейных отрезков длиной t слов каждый. Представим такие d линейных отрезков в виде, приведенном на рисунке 1. В результате имеем конструкцию, которую будем называть основной матрицей стохастического ГСЧ.
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Рисунок 1 – Основная матрица стохастического ГСЧ

Формирование слова основной матрицы 
происходит следующим образом.
Стохастический автомат формирует два случайных числа 
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 и 
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. Первое определяет представителя циклов, который загружается в ГКЧ как ВНЗ. Второе число является номером слова в цикле, которое вычисляется по формуле (3) и выводится на выход генератора. Так продолжается до тех пор, пока не будут перебраны все d представителей циклов и все t слов в каждом из циклов.
Для увеличения периода повторения стохастической последовательности в последующих циклах производят перестановку столбцов и строк основной матрицы. В этом случае порядок следования слов в стохастическом цикле становится случайным, интервал между смежными одноименными словами также становится случайным, со средним значением, равным М, а максимальный период повторения стохастической последовательности становится равным 
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Максимальный период стохастической последовательности для 
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Примечание. Период стохастической последовательности (лет) определен при производительности ГСЧ 1018 слов/сек.
При длине стохастического цикла 
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 слов (размерность слова – 16 бит), период повторения стохастической последовательности лежит в пределах (1028287 – 109983) лет. Это дает основания считать такую последовательность равномерно распределенной на интервале [0,65535]. Отсюда также следует, что при заданном интервале распределения случайной величины и, следовательно, размерности слова, конструкция графа состояний выбирается, исходя из требуемого значения периода повторения стохастической последовательности.
Полученные результаты
Проведенное исследование показывает, что выбор параметров К, С, М ГКЧ начинается с выбора значения параметра М. Для генерации равномерно распределенных чисел значение М определяется, исходя из области определения случайной величины, а для декорреляции последовательности чисел – исходя из интервала декорреляции. 
Параметры К и С определяются требуемой конструкцией графа. В частности, для получения одной из наиболее часто применяемых конструкций графа второго типа при d=1 значение М должно быть простым, а параметр К выбирается как примитивный элемент мультипликативной группы вычетов по модулю М.
В работе также показано, что и генератор статического типа, и генератор стохастического типа могут быть построены при любой конструкции графа, если полный граф разделяет множество вершин на непересекающиеся подмножества. Однако алгоритм работы ГСЧ является более простым для генераторов с графом состояний первого и третьего типов, при этом граф первого типа легко приводится к графу третьего типа делением множества на равные непересекающиеся подмножества.
Выводы
Выполненное исследование позволяет оптимальным образом выбирать параметры К, С, М для ГСЧ любого функционального назначения.
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